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Kapitel 1: Einleitung und Zielsetzung

Kapitel 1

Einleitung und Zielsetzung

Alte Landkarten sind seit jeher nicht nur beliebte Objekte von Sammlern, die sich vor allem
an der Attraktivitit und der kiinstlerischen Gestaltung bzw. Ausschmiickung erfreuen, auch
Wissenschaftler der unterschiedlichsten Disziplinen beschiftigten sich immer wieder mit
ihnen, da sich in alten Karten politische, kulturelle und geistige Entwicklungen widerspiegeln.
Insbesondere dem Geoditen, Topographen, Kartographen, Geographen und Kartenhistoriker
erlauben sie Einblicke und Riickschliisse auf den kartographiehistorischen, geographischen,
topographischen, geoditischen Wissensstand sowie der angewandten Kartentechnik jener
Zeit. Einen wertvollen Beitrag stellen in diesem Sinne daher auch Analysen dar, die sich mit
der zahlenmiBigen Bestimmung der Genauigkeit (bzw. Fehler) alter Karten sowie deren
Visualisierung beschiftigen. Die ersten Untersuchungen dieser Art gibt es seit ungefdhr Ende
des 19. Jahrhunderts [WOLF, 1879; WAGNER, 1896] und mit den ,, Studien zu Philipp Apians
Landesaufnahme “ von GASSER [1906], liegt erstmals eine wissenschaftlich fundierte Arbeit
iiber die Genauigkeit der Aufnahme einer Karte aus dem 16. Jahrhundert vor.

Kritik an Karten gab es demgegeniiber aber bereits wesentlich friiher. So erschien 1750 in den
Kosmographischen Nachrichten (einzige herausgegebene Vereinszeitschrift der damaligen
Kosmographischen Gesellschaft in Niirnberg) zu
dem von J. M. FRANZ verfafliten Aufsatz: , Vor-
schliige wie die Erdbeschreibung in Absicht
Deutschlands zu verbessern sey* als Beilage die
Kritische Karte von Deutschland (Germaniae ...
mappa critica), die von TOBIAS MAYER (1723- .
1762) angefertigt wurde [nach MEURER, 1995].

Sie zeigt den ungefihren Verlauf der Grenzen
und die Lage von 27 Hauptorten des damaligen .
Heiligen Romischen Reiches Deutscher Nation -

in einer vergleichenden Gegeniiberstellung
zweier zu der Zeit einfluBreichsten Deutschland-
karten, sowie Eintragungen nach MAYERs eige-
nen Ermittlungen. In der nebenstehenden Abbil- ™ .-
dung (Ausschnitt in OriginalgroBe) sind die un- -~ &=

terschiedlichen Verldufe der deutsch-franzosi-
schen Grenze nach der Karte von DE L'ISLE aus
dem Jahre 1701 (dick punktierte Linie) und nach _-
der Karte von HOMANN aus dem Jahre 1705
(diinn punktierte Linie) zu erkennen, wobei Ab-
weichungen bis zu einem Léngengrad (ungeféhr
bei Heidelberg) deutlich sichtbar werden. Des -
weiteren hat MAYER die unterschiedlichen Posi- "z
tionen der untersuchten Hauptorte eingetragen. = -
Zur Unterscheidung sind die Ortspositionen nach
HOMANN mit einfachen kleinen Kreisen gekenn-
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zeichnet, die nach DE L'ISLE mit einfachen grofen Kreisen und die nach MAYERs eigenen
Ermittlungen mit gefiillten Kreisen. In dem abgebildeten Ausschnitt sind die Lageabwei-
chungen fiir die Stidte Frankfurt und StraBburg deutlich zu erkennen.

Die von MAYER angewendete Methode, iiber einen Kartenvergleich zwischen zwei alten
Karten und eigenen (moderneren) Messungen Genauigkeitsaussagen abzuleiten, ist im Prinzip
bis heute gleich geblieben, da sie immer noch die beste Moglichkeit zur Beurteilung der Ge-
nauigkeit #lterer Karten darstellt. Die Grundmethoden (auf der Basis des Kartenvergleiches)
lassen sich heutzutage einteilen in die rein rechnerischen Verfahren (liefern u.a. den mittleren
MaBstab) und die graphisch-rechnerischen Verfahren, die zur Visualisierung der rechnerisch
ermittelten Genauigkeitsschitzungen dienen.

Gegenwirtig sind eine ganze Reihe unterschiedlicher Methoden fiir Genauigkeitsanalysen
alter Karten bekannt. Einen guten Uberblick iiber den heutigen Stand der rechnerisch-graphi-
schen (zum Teil manuell-graphischen) Verfahren liefert der Aufsatz von FORSTNER und
OEHRLI [1998]. Dieser Artikel macht allerdings auch deutlich, daB moderne Verfahren, die
auf einer rein digitalen Ebene (rechnerisch wie graphisch) arbeiten, nur vereinzelt verdffent-
licht worden sind. Die Ursachen dafiir sind vielfiltig. Vom Bearbeiter verlangen die rechneri-
schen Verfahren neben mathematischen Kenntnissen (z.B. Ausgleichungsrechnung und Sta-
tistik) auch programmiertechnische Umsetzungen, da nicht alle spezifischen Aufgaben-
stellungen (vor allem bei den graphischen Darstellungen) mit professionellen Mathematik-
und Statistikprogrammen (z.B. Mathcad, Mathematica, SPSS) zufriedenstellend gelost wer-
den konnen. Zudem ist eine graphisch-rechnerische Realisierung immer sehr aufwendig und
setzt auch (karto)graphisches Fachwissen und Einfithlungsvermogen voraus.

Vordringliches Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einerseits die grundlegenden Verfahren zur
Bestimmung des Mafstabes und dessen Genauigkeit sowie zur graphischen Darstellung der
Genauigkeir alter Karten zusammenzustellen und andererseits Mdglichkeiten und Ansiitze
neuer Rechen- und Visualisierungsverfahren zu entwickeln. Die Realisierung sollte dabei
ausschlieflich rechnerisch bzw. graphisch-rechnerisch erfolgen.

Mit Genauigkeitsuntersuchungen an alten Karten haben sich fachgemiB stets Geodiiten und
Kartographen beschiftigt, wobei die Ergebnisse immer dem personlichen und zeitgemiBen
Wissensstand sowie den graphischen Darstellungsmoglichkeiten (manuell wie rechnerisch)
entsprachen. Die aus diesen Arbeiten hervorgehenden Ergebnisse bereiten aber insbesondere
bei den angegebenen GenauigkeitsmaBen fiir Vergleichszwecke Schwierigkeiten, da sie oft
uneinheitlich sind und nicht immer klare und nachvollziehbare Aussagen enthalten. So ist es
z.B. bei der Angabe "Mittlerer Fehler des MaBstabes" von entscheidender Bedeutung, ob nun
die Standardabweichung oder die Standardabweichung des Mittelwertes des Mapstabes
gemeint ist.

Ein weiteres Anliegen dieser Arbeit ist es daher, die wichtigsten elementaren Rechenverfah-
ren, wie sie bei Genauigkeitsuntersuchungen fiir Altkarten anfallen (z.B. Ausgleichungs-
rechnung, Koordinatentransformationen etc.), in einer kompakten, einheitlichen und zeitge-
miBen Terminologie zusammenzustellen. Dies erschien aus mehreren Griinden notwendig.
Zum einen richtet sich diese Arbeit nicht nur an Geoditen, die mit den mathematischen
Methoden naturgema8 vertraut sind. Sie richtet sich - im interdisziplindren Sinne - gleicher-
maBen auch an Kartographen, Geographen und Kartenhistoriker. In dieser Arbeit nur ein-
zelne Hinweise auf entsprechende Fachbiicher und Verdffentlichungen in Fachzeitschriften zu
geben, wiirden aber gerade den "Nichtgeoditen" erhebliche Schwierigkeiten bereiteten, da
z.B. nicht nur die mathematische Schreibweise in den Literaturquellen immer wieder unter-
schiedlich ist, sondern auch Fachbegriffe zum Teil veraltet sind. So sollte z.B. die Bezeich-
nung mittlerer Fehler seit Einfihrung der DIN-Norm 18709 Teil 4 [Begriffe, Kurzzeichen
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und Formelzeichen im Vermessungswesen] im Jahre 1984 nicht mehr verwendet werden.
Zum anderen gibt es kein einziges Lehr- oder Fachbuch, in dem sdmtliche mathematischen
Rechenverfahren, die fiir die speziellen Aufgabenstellungen bei Altkarten anfallen, detailliert
und nachvollziehbar zu finden sind. Aus diesen Griinden war es sinnvoll, das elementare
mathematische Riistzeug fiir die Genaulgkeltsanalysen weitgehend vollstindig und so
kompakt wie moglich darzulegen.

Die vorliegende Arbeit soll auBerdem Grundlage fiir weiterfiihrende und optimierte Losungs-
verfahren zur Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten sein. Sie erhebt keinen Anspruch auf Voll-
stindigkeit, da die gesamte Problematik zu komplex ist, als daB sie umfassend in einer einzi-
gen Arbeit abgehandelt werden kénnte. Dadurch ergeben sich aber auch einige Restriktionen,
auf die hier kurz eingegangen werden soll.

e Wie weiter oben schon erwihnt, sollte die Realisierung ausschlieBlich rechnerisch bzw.
rechnerisch-graphisch erfolgen. Auf die rein manuell-graphischen Verfahren (die in eini-
gen Fillen auch heute noch durchaus ihre Berechtigung haben) wird deshalb hier nicht ein-
gegangen.

e Alle Untersuchungen beziehen sich auf ortsfeste und eindeutig zu identifizierende
Einzelobjekte (Ortschaften). Vergleiche mit linienhaften Objekten (Konturenvergleich),
wie Kiistenlinien, die ihre Lage im Laufe der Zeit verindern kénnen, werden im Rahmen
dieser Arbeit nicht behandelt. Hier besteht noch Forschungsbedarf.

e Untersuchungsgegenstand ist ausschlieBlich die vorliegende Altkarte. Alte MeBverfahren
und die Beriicksichtigung deren EinfluB auf die Genauigkeit von Altkarten werden nicht
behandelt. Hier besteht noch grundlegender Forschungsbedarf, da einerseits in den selten-
sten Fillen die konkreten Aufnahmeverfahren bekannt sind (meistens nur reine Vermutun-
gen) und andererseits bis heute noch keine wissenschaftlich soliden Untersuchungen zu
dieser Problematik vorliegen. Zudem hitte eine eingehende Behandlung dieses umfang-
reichen Themas den Rahmen dieser Arbeit gesprengt.

Hiufig verwendete Fachausdriicke:

Altkarten

Als Altkarten werden hier gedruckte Karten, vom Ende des I5. Jahrhunderts bis - wie
allgemein iiblich - zum Ende des 18. Jahrhunderts verstanden. Diese Karten sind zugéng-
lich in Bibliotheken, seltener in Archiven. Als Vorlage fiir Genauigkeitsuntersuchungen
stehen sie in Form von Nachdrucken (Faksimiles), Reproduktionen (z.B. VergroBerungen
von Diapositiven der Originaldrucke) oder in digitaler Form zur Verfiigung.

Regionalkarten

Unter Regionalkarten werden hier gedruckte Karten verstanden, die vom Anfang des
16. Jahrhunderts bis zam Ende des Dreifigjiihrigen Krieges, vereinzelt aber auch bis zum
Ende des 17. Jahrhunderts hergestellt wurden. Sie basieren auf origindren Aufnahmen der
damaligen Territorialstaaten und von (Reichs-)Kreisen des Heiligen Romischen Reiches
Deutscher Nation. Vielfach handelt es sich dabei um Einzelkarten, seltener um Karten-
werke. Der MaBstabsbereich dieser Karten kann ungefihr zwischen 1 :200000 und
1 : 800 000 angesetzt werden. Vereinzelt kénnen aber auch wesentlich kleinere MaBstibe
dazugezihlt werden.

Moderne Karten

Hierunter werden alle zeitgendssischen Karten verstanden, die im Vergleich zu den Alt-
karten eine iibergeordnete Genauigkeit besitzen. Fiir Genauigkeitsuntersuchungen werden
sie vornehmlich in Form von Drucken oder in digitaler Form herangezogen.
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Aufbau der vorliegenden Arbeit:

In Kapitel 2 werden die elementaren rechnerischen Methoden (z.B. Ausgleichungsrechnung
nach der Methode der kleinsten Quadrate, Koordinatentransformationen etc.) beschrieben,
welche die Grundlage aller Verfahren zur Genauigkeitsuntersuchung alter Karten darstellen.

Kapitel 3 beschreibt die systematische Vorgehensweise bei der Erfassung sdmtlicher rele-
vanten Daten (z.B. Auswahl der Punkte, Methoden der Koordinatenerfassung) sowie Verfah-
ren zur Plausibilititspriifung der ermittelten Rohdaten.

Kapitel 4 beschiftigt sich mit der Bestimmung adiquater Netzentwiirfe fiir Altkarten, da der
(vermutete) Netzentwurf einer zu untersuchenden Altkarte einen wesentlichen Einflu8 auf die
Berechnungsergebnisse hat. Da dieser Aspekt in der Literatur bislang vernachlissigt wurde,
wird hier detailliert darauf eingegangen. AuBerdem werden die Abbildungsgleichungen fiir
die hdufig in Altkarten vorkommende Trapezabbildung vorgestellt.

In Kapitel 5 werden die (grundlegenden) Methoden zur Mapstabs- und Genauigkeitsbestim-
mung beschrieben, wie z.B. das Vergleichsstrecken- und das Vergleichspunkt-Verfahren,
sowie weitere Methoden zur Genauigkeitsbestimmung.

In Kapitel 6 werden die bei Altkartenuntersuchungen typisch auftretenden Hdufigkeitsver-
teilungen (im Vergleich zur Normalverteilung) sowie die Streuung von Stichproben graphisch
dokumentiert.

Kapitel 7 stellt ein fiir Genauigkeitsuntersuchung an Altkarten neues Berechnungsverfahren
vor, die sogenannte robuste Schéitzung und verdeutlicht den Vorteil dieser Methode im Ver-
gleich zu den bisher traditionellen Verfahren der Parameterschitzung, wie z.B. der mittlere
MaBstab oder die Standardabweichung.

In Kapitel 8 werden die Verfahren zur Visualisierung der ermittelten Genauigkeitsergebnisse
anhand verschiedener Kartenbeispiele aufgezeigt. Dabei werden auch neue Verfahren zur
Generierung von Verzerrungsgittern vorgestellt.

SchlieBlich wird in Kapitel 9 eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf zukiinftige Ent-
wicklungen und Optimierungen gegeben.

Zur Komplettierung der Arbeit werden in einem Anhang neben einigen praktischen Formeln
(Transformation zwischen Gauf3-Kriiger-Koordinaten und ellipsoidischen geographischen
Koordinaten) die Rechen- und Visualisierungsergebnisse am Beispiel von drei Regional-
karten wiedergegeben.
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Kapitel 2

Elementare rechnerische Methoden

Allgemein stehen fiir Genauigkeitsuntersuchungen von Altkarten alle moglichen mathemati-
schen, statistischen und insbesondere geoditische Berechnungsverfahren zur Verfiigung. Hier
sollen allerdings nur solche Rechenverfahren beschrieben werden, die fiir Genauigkeitsana-
lysen von Altkarten besonders geeignet sind und das elementare mathematische Riistzeug dar-
stellen, auf das in dieser Arbeit zuriickgegriffen wird.

Die vorgestellten Verfahren werden vornehmlich in prignanter Form durch Anwendung der
Matrizenschreibweise dargestellt, wobei allerdings auch traditionelle Schreibweisen - zum
Teil in Kombination mit der Matrizenschreibweise - verwendet werden. Detaillierte Beschrei-
bungen dazu lassen sich in den einschligigen geoditischen Lehr- und Fachbiichern nachlesen
(GOTTHARDT [1978]; GROSSMANN [1969, 1976]; HOPCKE [1980]).

2.1 Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate

Zur Steigerung der Genauigkeit und Ermittlung eines reprisentativen Genauigkeitsmafes, so-
wie einer weitgehenden Absicherung gegen grobe Fehler, fiihrt man in der Regel mehr Be-
obachtungen (Messungen) aus, als unbedingt zur Bestimmung der gesuchten GroBen erforder-
lich sind. Dabei treten infolge nicht vermeidbarer Mefifehler zwangsliufig Widerspriichlich-
keiten auf. Die Aufgabenstellung der Ausgleichungsrechnung besteht nun darin, diese zufalls-
bedingten Widerspriichlichkeiten (Abweichungen, Residuen, Verbesserungen) zu minimieren,
so daB die ausgeglichenen (plausibelsten) Schitzwerte so wenig wie mdglich von den wahren
Werten abweichen. Das dabei bis heute noch angewendete Prinzip ist als "Methode der
kleinsten Quadrate" (MkQ) bereits seit ca. 200 Jahren bekannt. Es wurde von C. F. GAUSS
und A. M. LEGRENDE unabhiingig voneinander und etwa zur gleichen Zeit entwickelt.

Im folgenden sollen zwei hiufig benttigte Ausgleichungsverfahren fiir Genauigkeitsunter-
suchungen von Altkarten vorgestellt werden und zwar die Ausgleichung nach vermittelnden
Beobachtungen und die Ausgleichung nach direkten Beobachtungen, mit denen sich die mei-
sten der in dieser Arbeit auftretenden Ausgleichungsprobleme ausreichend beschreiben
lassen.

2.1.1 Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit n Beobachtungen und  Unbekannten, das wie
folgt beschrieben werden kann:

I, = aux, + apx, + ... + a,x,
I, = aux, + aypx, + ... + a,Xx,

(2-1a)
I, = a,x, + a,x, + + a,x
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Hierbei bedeuten:

I, --- bekannte Beobachtungen (Absolutglieder); i =1 e n
a, --- bekannte Koeffizienten; i=1I...n; k=1... u
x, -~ Unbekannte des Gleichungssystems; k =1... u

In Matrizenschreibweise 148t sich dieses lineare Gleichungssystem folgendermaBen angeben

1=Ax
mit (2-1b)

l a, - a X

wobei I als Beobachtungsvektor, A als Koeffizientenmatrix (auch: Designmatrix) und x als
Losungsvektor bezeichnet wird.

Das Gleichungssystem 148t sich eindeutig 16sen, wenn n = u unabhingige Beobachtungen
vorliegen und die quadratische A-Matrix den Rang r = n besitzt, bzw. die Determinante nicht
verschwindet (det(A) # 0). In diesem Fall lautet die Losung

x=A"l (2-1¢)

wobei A~ die Inverse (Kehrmatrix) der A-Matrix darstellt. Praktisch wird man bei einer sehr
groBen Anzahl von Unbekannte hier allerdings keine rechentechnisch aufwendige Inver-
tierung der A-Matrix vornehmen, da es nur auf die Bestimmung der Unbekannten ankommt,
die wesentlich schneller z.B. nach dem sog. Gaufischen Algorithmus berechnet werden
konnen.

Ist die Anzahl der Beobachtungen groBer als die der Unbekannten (# > 1), man spricht in die-
sem Fall auch von iiberschiissigen Beobachtungen, so liegt ein Ausgleichungsproblem vor.
Fur eine optimale Losung miissen die Unbekannten dieses sog. inkonsistenten Gleichungs-
systems so bestimmt werden, daB sich mdglichst kleine Abweichungen (Residuen) zu den
Beobachtungen ergeben. Diese Uberlegung fiihrt auf das Verbesserungsgleichungssystem

1+v=A% bmw. v=A%-I (2-22)

in dem v der zu minimierende Verbesserungsvektor und % der zu bestimmende ausge-
glichene Losungsvektor darstellt. Das "Dach"-Zeichen (*) iiber dem Losungsvektor x ist ein
in der Ausgleichungsrechnung iibliche Kennzeichnung fiir die (ausgeglichenen) Schitz-
werte der Unbekannten. Zu Gunsten besserer Lesbarkeit wird es allerdings nachfolgend
nicht immer konsequent eingehalten.

Als minimal wird der Vektor v i.d.R. bezeichnet, wenn seine Linge (euklidische Norm)
ein Minimum annimmt.
[V/=yvTv — min (2-2b)

(a) Ausgleichung von ungleichgewichtigen Beobachtungen

Geht man allgemein von ungleichgewichtigen, also mit unterschiedlichen Genauigkeiten be-
hafteten Beobachtungen aus, mufl dem Gleichungssystem (2-2a) noch eine Gewichtsmatrix P
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zugeordnet werden, die sich auf den Beobachtungsvektor 1 bezieht. Bei unabhiingigen
Beobachtungen ist diese Matrix nur in der Diagonalen mit den zum Beobachtungsvektor
gehorenden Gewichten (p; = p;; ) besetzt:

P= (2-3a)
0 Pun

Der ausgeglichene Losungsvektor X wird dann aus der allgemeinen Minimumsbedingung
v'Pv = min (2-3b)

nach der MkQ wie folgt geschitzt:

| %=(A"PA)'API | (2-4a)

Die Matrix (ATPA) wird als Normalgleichungsmatrix N bezeichnet und ihre Inverse als
Q-Matrix oder Matrix der Gewichtskoeffizienten: Q =N""=(ATPA)™. Mit der abkiir-
zenden Definition n = A™P 1 fiir den sog. Absolutgliedvektor, 14t sich der Losungsvektor
auch in folgender Kurzform angeben: ’

£=N"'n=Qn (2-4b)

Aus den Verbesserungen nach (2-2a) kann die Schitzung des Gewichtseinheitsfehlers
(Standardabweichung einer Beobachtung vom Gewicht p = 1) abgeleitet werden:

vPv

n-—u

(2-5a)

Sp =
Die Schitzungen der Standardabweichung der Unbekannten X, werden nach

S, =Se4fdy ; i=l..u (2-5b)

berechnet, wobei q, das der Unbekannten x; entsprechende Diagonalelement in der Q-
Matrix ist.

(b) Ausgleichung von gleichgewichtigen Beobachtungen

Werden gleichgenaue Beobachtungen unterstellt, geht die Gewichtsmatrix P in die Einheits-
matrix E iiber: '

E={ - (2-6a)

In diesem Fall wird von der nachstehend vereinfachten Minimumsbedingung ausgegangen

v' v =min (2-6b)
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aus der sich die Unbekannten und Standardabweichung wie folgt ergeben:

Lésungsvektor: x=(ATA)TAT] (2-7a)
. viy

Standardabweichung: Sp = (2-7b)
n—u

Standardabweichung der Unbekannten: s, = so\[a mit Q =(ATA)™ (2-7¢)

(c) Ausgleichung eines nichtlinearen Ausgangsgleichungssystems

Wenn die Ausgangsgleichungen nichtlinear vorliegen, miissen sie in die fiir die Aus-
gleichungsrechnung notwendige Form nach (2-1a) gebracht werden. Dazu miissen sie lineari-
siert werden, wozu die Taylorsche Reihenentwicklung (Taylorreihe) verwendet wird (siehe
z.B. GROSSMANN [1969], Kap. 14.3).

Eine beliebige Beobachtung (L;) sei durch eine nichtlineare Funktion (fi) mit den
Unbekannten x,,x,,...,x, gegeben:
L= fi(x,x,,...,x,) (2-8a)

Die Entwicklung in eine Taylorreihe fiir mehrere Unbekannte, wobei nur lineare Glieder
beriicksichtigt werden, fithrt auf den Ansatz

ary af\’ af,\°
= f(x2,x2, ..., x° — + . vt | = 2-
L = f.(x,x,, x")+(3x,) dx, (&'xz de, +...+ I, dx, (2-8b)
mit
x),x9, 0, x° = Néherungswerte der Unbekannten

fi(x},x3,...,x%) = Funktionswerte mit den Niherungswerten der Unbekannten

0
(-Z—fi-) = Partielle Ableitungen der Funktion f; nach x, an den Stellen x;
Xy
dx, = Unbekannte des linearisierten Gleichungssystem (Korrekturwerte)

Ein Vergleich mit (2-1a) ergibt die Entsprechungen
(24
ik — axk
x, =dx, (2-8¢c)

L=L - fi(x),x],...,x°)

mit der die Ausgleichung in gewohnter Weise durchgefiihrt werden kann, wobei die
Schitzung der Unbekannten durch

Fo=x)+de, =x0+x, (2-8d)

erfolgt. Bei guter Wahl der Niherungswerte ist die Ausgleichung damit abgeschlossen, an-
sonsten muB sie u.U. mehrmals erneut durchgerechnet werden, wobei als Néherungswerte die

8
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jeweils zuvor nach (2-8d) verbesserten Unbekannten eingesetzt werden. Diese iterative
Berechnung wird abgebrochen, wenn die Anderungen der Schitzwerte ( dx,) hinreichend
klein ausfallen.

Im Gegensatz zum oben beschriebenen Ausgleichungsansatz nach vermittelnden Beobach-
tungen, beschrinkt sich die Ausgleichung nach direkten Beobachtungen auf die Ermittlung
und Genauigkeit einer unbekannten GroBe. Dieser Ansatz kann z.B. bei Genauigkeitsunter-
suchungen von Altkarten zur Ermittlung eines mittleren Maf3stabes aus Streckenvergleichen
zwischen einer Altkarte und einer modernen Karte verwendet werden (siehe Kap. 5.1).

Das lineare Gleichungssystem nach (2-1a) reduziert sich bei einer Unbekannten (x) auf:

l.=a x

1 H

mit (2-92)

i=1.n ; n= Anzahlder Beobaéhtungen

Zur Losung konnen die gleichen Formeln verwendet werden, wie sie fiir die Ausgleichung
nach vermittelnden Beobachtungen verwendet werden. Da es sich hier aber um einen
Sonderfall handelt, vereinfachen sich die Formeln. Die Koeffizientenmatrix (A) geht dabei in
einen Vektor (a) iiber, und der Losungsvektor (x) besteht nur aus einer Komponente, ndmlich
der gesuchten und auszugleichenden Unbekannten (x). In Matrizenschreibweise 148t sich (2-
9a) folgendermaBen ausdriicken

2.1.2 Ausgleichung nach direkten Beobachtungen

I=ax
mit (2-9b)
L q,
1= a={: x = {x}
l'l aﬂ

Das Verbesserungsgleichungssystem dazu lautet:

v=ax-1 (2-9¢)

(a) Ungleichgewichtigen Beobachtungen

Aus der allgemeinen Minimumsbedingung v"Pv = min, ergibt sich nach der MkQ:
£=(a"Pa)"'a’P1 (2-10a)

Da der Losungsvektor %, als auch die Ausdriicke a"Pa und a"P1 aber hier sog. Skalare
r (einzelne Zahlen) darstellen, 148t sich (2-10a) auch folgendermaflen ausdriicken:

a’Pl
a'Pa

(2-10b)

X=
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Der Gewichtseinheitsfehler wird nach Formel (2-5a) berechnet, wobei die Anzahl der Unbe-
kannten in diesem Fall u = 1 ist;

viPvy

n-1

(2-10c)

Fir die Schétzung der Standardabweichung der Unbekannten gilt wegen Q = (a"Pa)™" :

So

x (2-10d)
Ja"Pa

Aus den o.a. Formeln 148t sich auf einfache Weise das gewichtete arithmetische Mittel
(auch: allgemeines Mittel) ableiten. In diesem Fall geht der Koeffizientenvektor a in den
Einsvektor e (auch: Summationsvektor) iiber:

a’ 5 eT={1, ...,1}

Die Schitzung der Unbekannten und die Standardabweichung berechnen sich danach wie
folgt:

T
R 1
Gewichtetes arithmetisches Mittel: X = -PT— (2-11a)
ep
T
: P
Gewichtseinheitsfehler: Sp = vn lv (2-11b)
Standardabweichung von X : S, = S‘; (2-11¢)
ep

Der Gewichtsvektor p entspricht dabei den Diagonalelementen der P-Matrix (pi = pii)-

(b) Gleichgewichtige Beobachtungen

Werden gleichgenaue Beobachtungen unterstellt, geht in (2-11) die Gewichtsmatrix P in die
Einheitsmatrix E bzw. der Gewichtsvektor p in den Einsvektor e iiber:

Po>E ; poe

In diesem Fall erhilt man die folgenden Ausdriicke fiir das einfache arithmetische Mittel
und die Standardabweichung:

T ,
1

Einfaches arithmetisches Mittel: X = Ly (e"e) el (2-12a)

n
. vy

Standardabweichung: s= " (2-12b)
n —

Standardabweichung von S, =——= (2-12¢)
Vn

10
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2.2 Ebene Koordinatentransformationen

Die allgemeine Aufgabenstellung bei Koordinatentransformationen besteht darin, das Punkt-
feld eines Ausgangs-Koordinatensystems mit Hilfe einer mathematischen Abbildungsvor-
schrift in ein Ziel-Koordinatensystem umzuformen. Zur Losung gibt es verschiedene Mog-
lichkeiten, deren Ergebnisse je nach Zweck der Aufgabenstellung unterschiedlich ausfallen.
Im folgenden sollen die fiir Genauigkeitsuntersuchungen von Altkarten relevanten Koordina-
tentransformationen beschrieben werden.

2.2.1 Einfache Drehung eines Koordinatensystems

- Manche Altkarten sind nicht wie bei modernen Karten iiblich nach Norden, sondern hdufig

nach Siiden, vereinzelt nach Osten, selten nach Westen orientiert. Um einen Vergleich mit
modernen Karten zu ermoglichen, ist es bei bestimmten Aufgabenstellungen notwendig, die
aufgrund einer Punktdigitalisierung erfaBten Altkarten-Koordinaten (Ausgangs-Koordinaten-
system) in ein nordorientiertes Ziel-Koordinatensystem zu iiberfithren. Die Drehung eines
ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems um einen beliebigen Winkel o 14t sich folgen-

dermaBen darstellen:
X, cosa sino X;
= ) . (2-13)
Y, —sino  cos ¥;
. S, X

~
Zielkoordinaten Drehmatrix Ausgangs-
koordinaten

Der einzusetzende Drehwinkel o ergibt sich aus der Orientierung der Altkarte, so daB daraus
fiir die Koordinatentransformation in den Hauptrichtungen (Siiden, Westen, Osten) die in der
Tabelle 2.1 angefiihrten einfachen Formeln abgeleitet werden konnen.

Orientierung | Drehwinkel Drehmatrix | Transformationsformeln
der Altkarte o

. . -1 0 Xp = =X
Siiden 180 0 -1 Y = —y,
. 01 X, = y;
Westen +90 10 Y = -x,
o 0 -1 X, = -y
Osten -90 1 0 Y, = %

Tab. 2.1: Koordinatentransformation bei verschiedenen Altkarten-Orientierungen

Der Drehwinkel o gilt hier bei einer mathematischen Orientierung des Koordinatensystems
und verlduft daher positiv gegen den Uhrzeigersinn. Der Drehpunkt ist der Ursprung des Aus-
gangssystems (x, y). Bei der Digitalisierung der Ausgangskoordinaten sollte darauf geachtet
werden, daf die Altkarte einigermaflen parallel zum Tablett des Digitizers ausgerichtet wird,
damit bei nachfolgenden Genauigkeitsuntersuchung der Altkarte keine Verfdlschung des
Azimutfehlers (Abweichung von der Nordrichtung) entsteht.

11




Kapitel 2: Elementare rechnerische Methoden

2.2.2 Ahnlichkeitstransformation

Bei einer Ahnlichkeitstransformation - auch Helmert-Transformation (engl.: Euclidean
transformation) genannt - wird das Punktfeld eines Ausgangssystems (x, y) durch

- Parallelverschiebung (Translation) in den beiden Koordinatenrichtungen ( X,, ¥,)
- Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel ()

- Multiplikation mit einem Mafstabsfaktor ()

in ein Ziel-Koordinatensystem (X, Y) iiberfiihrt. Dies entspricht einer winkeltreuen (kon-
formen) Abbildung. Mit den vier Transformationsparametern (X,, Y,,a,m), lassen sich
die Grundgleichungen der Ahnlichkeitstransformation wie folgt ausfiihrlich angegeben:

X = X, + m-cos(@)-x — m-sin(a)-y (2-142)
-14a
Y = Y, + m-cos(@)-y + m-sin(@)-x
Mit den Substitutionen (Hilfs-Transformationsparameter)
a =X,
a, = ¥,
2-14b
a, =m-cos(x) ( )
a, =m-sin(a)
ergibt sich fiir die praktische Berechnung das lineare Gleichungssystem
X, = a + a,x, - a,y,
i 1 3% 4y1 (2_14(:)
Y = a, + ay, + auxx
das sich in Matrizenschreibweise wie folgt definieren l4Bt:
1=Ha
mit _ (2-14d)
(X, ] 1 0 x, -]
. .. . a,
l=<X"> H:«l 0 xn _y"> a= a2
Y 01y x a;
: R : a,
LY. ) 01y x|

Zur Bestimmung der vier unbekannten Hilfs-Transformationsparameter (a) sind min-
destens zwei homologe PaBpunkte im Ausgangs- und Zielsystem notwendig. Bei mehr als
zwei Punkten ergeben sich iiberschiissige Beobachtungen, so daB der Ausgleichungsfall ein-
tritt. Die ausgeglichenen Unbekannten (auch Konstanten der Helmert-Transformation
genannt) konnen dann mit Hilfe der MkQ iiber das Verbesserungsgleichungssystem )

v=Ha-1 (2-14e)
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nach der Minimumsbedingung v’ v = min geschitzt werden. Der ausgeglichene Losungs-
vektor a 14Bt sich danach folgendermaBien berechnen

A=HH)'H"I (2-15a)
woraus dann die Grund-Transformationsparameter in Verbindung mit (2-14b) abgeleitet

werden kénnen (der Einfachheit halber wird hier auf das Dacheichen (*) zur Kennzeichnung
der geschditzten Parameter verzichtet):

X, = a,

Y, = a,

o = arctar{“—“) (2-15b)
a;

il

m +qal +a’
Bei Genauigkeitsuntersuchungen von Altkarten sind allerdings aus Griinden der Anschaulich-

keit nur der Drehwinkel o fiir die Bestimmung der Abweichung von der Nordrichtung und
der Mapstabsfaktor m fiir die Bestimmung der Mafstabszahl der Altkarte von Interesse.

Mit den nach (2-15a) bzw. (2-15b) gefundenen Transformationsparameter konnen nun wei-
tere beliebige Punkte des Ausgangssystems nach (2-14a) bzw. (2-14¢) optimal in daB Ziel-
system iiberfiihrt werden. Bei Altkartenuntersuchungen ist das jedoch von geringer Bedeu-
tung, da es hier in erster Linie auf die Berechnung der Transformationsparameter und deren
Standardabweichungen ankommt.

Die Verbesserungen nach (2-14e) werden auch als Restklaffungen in den Koordinaten-
richtungen bezeichnet, da sie die nach der Ausgleichung noch verbleibenden Abweichungen
(Restfehler, Residuen) zwischen dem Ziel-Koordinatensystem (I) und dem transformierten
Ausgangssystem (HA) ausdriicken. Die Visualisierung dieser Restklaffungsvektoren (siehe
dazu Kap. 8) stellt ein ausgezeichnetes Hilfsmittel zur Beurteilung der Genauigkeit des
Ausgangssystems dar, wobei nebenbei auch grobe Fehler entdeckt werden knnen.

Fiihrt man in dem Gleichungssystem nach (2-14a) sog. Schwerpunktskoordinaten fiir die bei-
den Systeme ein, also auf die jeweiligen Schwerpunkte der Punktmengen reduzierte Koordi-
naten, ergeben sich vereinfachte Formeln zur Berechnung der Transformationsparameter
(siche z.B.: GROSSMANN [1969], Kap. 45.1). Diese sind vor allem fiir Handrechnungen mit
relativ wenigen Punkten geeignet, da einerseits mit kleinen Zahlen gerechnet werden kann
und andererseits die Rechenschirfe nicht zu weit getrieben werden muf}. Von Nachteil ist

- allerdings der erhthte Rechenaufwand zur Ermittlung der Schwerpunktskoordinaten.

Heutzutage besteht aber keine Notwendigkeit mehr, mit Schwerpunktskoordinaten zu arbeiten,
da die Berechnungen unter Verwendung schneller und leistungsfihiger Rechner sowie pro-
fessioneller mathematischer Software (z.B.: Matlab oder MathCad) durchgefiihrt werden, die
mit ausreichender Rechenschirfe arbeiten. Letztendlich werden die gleichen Ergebnisse
erzielt, wenn auch auf unterschiedlicher Weise. Auf die Darstellung des Formelsystems mit
Schwerpunktskoordinaten wird deshalb hier verzichtet, besonders da sich auch formal die
Berechnung der Unbekannten und auch deren Standardabweichungen nicht so prignant und
elegant wiedergeben lassen, wie hier beschrieben.
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Genauigkeitsbetrachtung:

Zur Berechnung eines mittleren Koordinatenfehlers kann in Analogie zur Ausgleichung nach
vermittelnden Beobachtungen das FehlermaB nach (2-7b) herangezogen werden. Danach er-
gibt sich fiir die Helmert-Transformation das in der tiblichen Weise angegebene Genauig-
keitsmaB:

vy
]
* Y2n,-4

mit: n, = Anzahl der PaBpunkte (2-16a)

Fiir diesen Ausdruck hat sich in der geoditischen Fachliteratur bis heute leider keine einheit-
liche Bezeichnung gefunden. So definiert GROSSMANN [1969] ihn als mittleren Betrag der
Restklaffungen in Richtung der Koordinatenachsen. MITTERMEIER [1975] definiert ihn als
mittleren Radialfehler und GOTTHARDT [1978] bezeichnet ihn als [iktiven mittleren Fehler
der Koordinaten, wobei er darauf hinweist, "daB dieser nur vorhanden wire, wenn es sich bei
den Punktkoordinaten um direkt gemessene, von einander unabhéngige GroBen handelte,
somit keine unmittelbare fehlertheoretische Bedeutung haben und nur als konventionelles
Map gilt, das die mehr oder weniger vollkommene Ahnlichkeit der Punktlagen zum Ausdruck
bringt". Abgesehen davon, kann der Ausdruck nach (2-16a) aber auf jeden Fall als ein
relevantes Beurteilungsmaf3 hergenommen werden, wenn die Genauigkeit verschiedener
Altkarten untereinander verglichen werden sollen.

Der mittlere Punktfehler bezeichnet die mittlere Lageunsicherheit eines Pafipunktes und
wird in der Ausgleichungsrechnung hiufig an Stelle der sog. Fehlerellipse angegeben. Er ist
wie folgt definiert (GROSSMANN [1969], GOTTHARDT [1978]):

S, ... mittl. Koordinatenfehler in x - Richtung

PN Ty mit s, ... mittl. Koordinatenfehler in y - Richtung (2-16b)

Da bei der Ahnlichkeitstransformation fiir den mittleren Betrag der Restklaffungen in
Richtung der Koordinatenachsen ungefihr s, = s, =8, angesetzt werden kann, ergibt sich fiir
die Schitzung des mittleren Punktfehlers:

s, =8,v2 (2-16c)
Nach HOPCKE [1980] wird er auch als mittlere restliche Klaffung bezeichnet.

Die Standardabweichung der Hilfs-Transformationsparameter (a) lassen sich analog
nach (2-5b) berechnen

s, = So\/q_ii— ©i=1..4 (2-17a)

wobei sich die Diagonalelemente (q,;) der Q-Matrix aus der Invertierung der Normal-
gleichungsmatrix ableiten:

Q=N"=MH"H)" (2-17b)

Fir die Beurteilung der Genauigkeit von Altkarten stellen die Hilfs-Transformationspara-
meter und deren Standardabweichungen keine anschaulichen Werte dar. Primir interessiert
hier nur die Genauigkeit der Grund-Transformationsparameter, insbesondere die Standard-
abweichung des Drehwinkels o und die Standardabweichung des Mapstabsfaktors i . .
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Die Standardabweichung der Translationsparameter kénnen nach (2-5b) berechnet werden
Sx, =8, = 8044
o ovH (2-18a)

Sy, =8, = 8ovdn

sind aber fiir Genauigkeitsuntersuchungen von Altkarten nicht von Bedeutung und werden
hier und nachfolgend nur der Vollstindigkeit halber angegeben.

Die Bestimmung der Genauigkeit des Drehwinkels und des Mafstabsfaktors gestaltet sich
etwas schwieriger, da o und T Funktionen der Hilfs-Transformationsparameter (4, , a,)
sind, die ihrerseits schon mit einer mittleren Unsicherheit nach (2-17a) behaftet sind. Zur
Berechnung der Standardabweichung vonor und ™ miissen daher sog. Funktionsgewichte
(auch: Gewichtsreziproke) Q, fir den Drehwinkel und den Mafstabsfaktor bestimmt
werden, aus denen sich die Standardabweichungen berechnen lassen.

Die Standardabweichung einer Funktion der Unbekannten wird allg. nach folgender Formel

berechnet
;= sOJQf (2-18b)

wobei der Index f symbolisch fiir eine spezielle Funktion steht. Im Falle der Helmert-
Transformation also: o = f (a;,a,) bzw. m = g (a;, a,). ‘
Da diese Funktionen nach (2-15b) nichtlinear sind, miissen sie zur Bestimmung der
Funktionsgewichte mit Hilfe der Taylorreihe nach (2-8b) linearisiert werden. Die dazu

bendtigten partiellen Ableitungen 1. Ordnung nach den Unbekannten (a,) lassen sich durch
zwei Vektoren symbolisch und konkret fiir die Helmert-Transformation folgendermafen

darstellen:

fT={306 da  da 805}:{0, o, _sina cosa}

da,’ da,’ da;’ OJa, m m
(2-18c)
p_Jjom Jm Jm Jm —{O 0 o 'oc}
g_aa,’ da,’ da,’ da,| Y 7 cosr, s
Die gesuchten Funktionsgewichte konnen dann wie folgt berechnet werden
Q, =f"Qf
. (2-18d)
‘ Qﬁ =g Qg

woraus sich schlieBlich die Standardabweichung des Drehwinkels und des MabBstabs-
faktors ableiten lassen:
Sa = SO‘V Qa

S = Sox/at.ﬁ—

Da sich wegen der besonderen Form der Koeffizientenmatrix H bei der Berechnung der Q-
Matrix aber Vereinfachungen ergeben (q,, =q,, und q,, = 0), kann nachgewiesen werden,
daB die Formeln nach (2-18e) in Verbindung mit den konkreten Komponenten der Vektoren f
und g nach (2-18c) letztendlich auf sehr einfache Ausdriicke tibergehen:

(2-18e¢)

w

S

as a4

(2-18f)

=]
Bl|
g8l |
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Die Standardabweichungen des Drehwinkels und des MaBstabsfaktors lassen sich also ohne
den relativ groBen Rechenaufwand nach (2-18d) und (2-18e), unmittelbar aus den Standard-

abweichungen der Hilfs-Transformationsparameter nach (2-17a) und des MaBstabsfaktors
nach (2-15b) berechnen.

2.2.3 Affintransformation

Fir eine Koordinatenumformung mit Hilfe der Affintransformation lassen sich zwei Varian-
ten anfiithren, die unter den Bezeichnungen

6-Parameter-Transformation

S-Parameter-Transformation

bekannt sind. Wie die Namen schon andeuten, besteht der Unterschied in der Anzahl der an-
gesetzten Transformationsparameter. Der Normalfall ist die 6-Parameter-Transformation, aus
der sich durch eine Spezialisierung die 5-Parameter-Transformation ableitet. Beide stellen
zusammen mit der Helmert-Transformation, die wichtigsten Verfahren zur Koordinaten-
umformungen fiir Altkartenuntersuchungen dar.

(a) 6-Parameter Transformation

Bei einer 6-Parameter-Transformation wird das Punktfeld eines Ausgangssystems (x, y)
durch folgende geometrische Operationen in ein Ziel-Koordinatensystem (X, ) iiberfiihrt:

- Parallelverschiebung (Translation) in den beiden Koordinatenrichtungen ( X, ¥;)
- Unterschiedliche Verdrehungen der Haupt-Koordinatenachsen (¢, , a,)
- Unterschiedliche Skalierung (Mafstabsfaktoren) auf den Hauptachsen (m,,m,)

Dies entspricht einer Parallelprojektion zweier schief zueinander stehender Ebenen auf-
einander, so da z.B. ein Kreis in eine Ellipse oder ein Quadrat in ein Parallelogramm
tiberfiihrt wird. Wegen des Ansatzes getrennter MaBstabsfaktoren in X- und Y-Richtung,
ist sie gerade fiir Altkartenuntersuchungen von besonderer Bedeutung, da aufgrund der
damaligen unzureichenden MeB- und Kartiermethoden, sowie Verformungseinfliisse auf
die Zeichnungs- und Drucktriger, mit unterschiedlichen MaBstabsfaktoren in Richtung der
Hauptachsen gerechnet werden kann. Der Helmert-Transformation ist sie deshalb im
allgemeinen vorzuziehen.

Mit den oben beschriebenen sechs Transformationsparametern ( X, ¥,,c, a,,m,,m),
werden die Grundgleichungen der 6-Parameter-Transformation ausfiihrlich wie folgt
definiert:

X = X, + m cos(e,):x - m, -sin(ay)-y (2-19)
Y = Y + m -sin(fe)-x + m, -cos(a,)-y
Mit den Substitutionen
a = X, b =1,
a, = m,-cos(c,) b, =m, -sin(x,) (2-19b)
a, =-m, - sin(a,) by=m, cos(ct,)
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ergibt sich das vereinfachte Gleichungssystem

X, = a +‘a2x,. + a;y;

H

Y = b + byx, + by,

H

(2-19c¢)

das einer sog. allgemeinen linearen Transformation entspricht.

In Matrizenschreibweise kann man (2-19c) getrennt nach X- und Y-Koordinaten dar-
stellen. Fiir nachfolgende Berechnungen ergeben sich dadurch rechentechnische Verein-
fachungen, da mit kleineren Vektoren und Matrizen gearbeitet werden kann:

X = Aa
y=Ab
mit , (2-194d)
X, Y, I x a, b,
X=3:¢ y=3it, A=3: i, a={a,p, b=1b,
X Y 1 x, vy, a; b,

n n n

Zur Bestimmung der sechs unbekannten Hilfs-Transformationsparameter (a,b) sind
mindestens drei homologe PaBpunkte im Ausgangs- und Zielsystem notwendig. Bei
iiberschiissigen Beobachtungen lauten die Verbesserungsgleichungen

u=Aa-x

N 2-19¢)
w=Ab-y ( :

aus denen sich nach der Methode der kleinsten Quadrate mit den Minimumsbedingungen
u"u=min und w'w=min die ausgeglichenen Hilfs- und Grund-Transformationspara-
meter berechnen lassen:

a=(ATA)'Ax
b=(ATA)'ATy
(2-191)

X, = a; Y, = b,

b, —a,
" arctan| — ay arcta

a, b,
W, = +qa’+b? m, +4Ja? +b?

Die Hauptachsen des Ausgangssystems stehen nach der 6-Parameter-Transformation im all-
gemeinen nicht mehr senkrecht aufeinander. Die Abweichung vom rechten Winkel 148t sich
durch ,

R
Il

Aa=o, -, (2-19g)

ausdriicken und stellt fiir Altkartenunteréuchungen ein wichtiges Kriterium dar, da sie nicht
zu groB sein sollte. Abweichungen von mehr als ca. |Ac|=10° lassen erfahrungsgemif
darauf schlieBen, daB die 6-Parameter-Transformation in diesem Fall kein geeignetes Abbil-
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dungsmodell darstellt, um eine vom damaligen Kartenmacher beabsichtigte Kartenabbildung
optimal anzupassen, da es kaum vorstellbar ist, daB er bewuBt ein schiefwinkliges Koor-
dinatensystem zur Konstruktion seiner Karte verwendete (siehe dazu auch Kap. 4: Bestim-
mung addquater Karten-Netzentwiirfe fiir Altkarten). Abhilfe kann hier moglicherweise die
weiter unten beschriebene 5-Parameter-Transformation oder andere Verfahren liefern.

Genauigkeitsschiitzung:

Mittlerer Betrag der Restklaffungen in Richtung der Koordinatenachsen:

T T
S, = gutw w mit: n_ = Anzahl der Punkte
’ 2n, -6 P

u
Mittlerer Betrag der Restklaffungen in x-Richtung: s = = 3
n —
P
: . , wiw
Mittlerer Betrag der Restklaffungen in y-Richtung: s, = 3
n —

Mitilerer Punkifehler: s, =.[s2 +s2 =5,4/2
Standardabweichung der Hilfs-Transformationsparameter (allgemein):
S, =8, = So4/q; 5 i=1..3
mit
qii aus Q=(ATA)"

Standardabweichung der Translationsparameter:

Sy, =Sy, =8, =8,

Standardabweichung der Drehwinkel und der Mapstabsfaktoren

Sq, = 50\/6: Sq, = so‘/a;
Sz, = 804/Qx, Sm =80./Qx
mit den Gewichtsreziproken
Q. = fJQf, + £]Qf,  Q, = f7Qf, + £]Q¥,
Qs =2,Qg,+28;Q8, Qs =2/Qg.+g/Qg,

{0, —sin(@,) | 0}
mX

0, @) o}
m

X

wobei

T - da, da, da, | _
* " |dae,’ da,’ da,’|

(7 = da, da, da, |
*|9b, " 9b,’ b,
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Ja do ada. - ‘
fT = y , y 2 y y = b 0 ’
¢ {aa, da, Jda, } {0 COS(ay)}

5 P P (2-20i)
o (04 o
fT = y ] y ’ y b} = 0 k] O b - i
¢ {3b1 b, b, } { sin(@,)}
und
om om om
T _ X 3 X —
ga - { aal s aaz s aa3 a} - {0 s COS(ax) s 0}
om, dm, dm
T _ X X X = .
gb - { abl ’ abz ’ ab_; ’} {09 Sln(ax) ’ O}
(2-20))
om, dm, Jm
T _ y y Y — ot
B ‘{aa, * da,’ da; ’} {0’ 0, sm(%)}

om am om :
T _ y y y _
gd_{ * 9b,° ob, ,}—{O, 0, cos(ocy)}

Wie schon bei der Ahnlichkeitstransformation kann auch hier nachgewiesen werden, daf die
Formeln nach (2-20g,h) in Verbindung mit den konkreten Komponenten der Vektoren nach
(2-20i,j) und den Hilfs-Transformationsparameter nach (2-20e), letztlich auf die folgenden
einfachen Ausdriicke iibergehen:

Sm, = Sa, T Sp, 87,= 84,7 Sp,

Se. S, Sa S,. S, Sm (2-20k)
S = 2 - 2 = X S = 3 = 3 — y
e e 0, Tt T

m, m, m, ’ m, m, T1m,

(b) 5-Parameter-Transformation

Bei dieser Transformation kann das Punktfeld eines Ausgangssystems (x, y) durch folgende
geometrische Operationen in ein Ziel-Koordinatensystem (X, Y) iiberfiihrt werden:

- Parallelverschiebung (Translation) in den beiden Koordinatenrichtungen ( X, ;)

- Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel ()

- Unterschiedliche Skalierung (Mafistabsfaktoren) auf den Hauptachsen (M, , m))
Anstatt eines Drehwinkels und zweier MaBstabsfaktoren, konnte die Transformation auch mit
zwei Drehwinkeln (¢, , ¢, ) und nur einem MaBstabsfaktor (m ) definiert werden. Fiir Alt-
kartenuntersuchungen ist das allerdings von untergeordneter Bedeutung, da mehr die un-
terschiedliche Skalierung in Richtung der Hauptachsen interessiert. Bei der hier beschrie-
benen 5-Parameter-Transformation bleibt daher das rechtwinklige Ausgangssytem nach

der Transformation erhalten. Analog zu (2-19a) lassen sich folgende Grundgleichungen
mit fiinf Transformationsparametern ( X, ¥, &, T, , M, ) ableiten:

-cos(@)-x —
-sin(@)-x  +

-sin(a) - y

-cos(a) -y

X = X, +
v, + (2-21a)

m, m,
Y = m, m,
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Zur Berechnung der Transformationsparameter wird (2-21a) zunichst mit Hilfe der
Taylorreihe nach (2-8b) linearisiert:

dX_aX°dX+ax dY+aXd 24 P +aXd
“\9x, 97, oo ) “* T om ) ‘™ om. | ™

x y

o [2Y de ar\’ ar +[2Y °d Y °d_ Y °d_
“lax,) “ "oy, da) T om,) ‘™ om, | 1™

X

(2-21b)

Mit den Néherungswerten XJ,Y.,a°, m° +» T, die z.B. aus einer zuvor berechneten Hel-
mert-Transformation (hier: M. = m = m) abgeleitet werden konnen, bedeuten:

AX=X-X°

Y=Y-7° } reduzierte Zielkoordinaten, wobei

X = X + m.cos(@®)-x - m, - sin(a®) - y Niherungszielkoordinaten
Y = 7 + m.sin(@®)-x + i, - cos(a®) - y mit den Niherungswerten

Die Unbekannten des linearisierten Gleichungssystems sind dX,, dY, , da, dm m, ,dm, und
stellen kleine Korrekturwerte (Verbesserungen) zu den Niherungswerten dar. Die partzellen
Ableitungen der Funktionen fiir X und Y nach den Unbekannten in (2-21b), die konkret mit
den Niherungswerten berechnet werden, definieren die Koeffizientenmatrix (A). Danach
erhilt man folgendes Gleichungssystem

1= Aa
mit ' (2-21c)

(dX,) 10 %-¥" cos(@®)x, -sin(@)y,) )

: Do : : : X,

. . . . . . dY

1< | Ao/l O K-T cos@’)x, -sin(a’)y, dao
= 4 = A > a=-“ >

dy, 0 1 -Xo+X; sin@)x, cos(a®)y, i

. - : . . 4T
| dY, | 0 1 -X)+X? sin(a®)x, cos(ao)y,“ -

aus welcher der Losungsvektor (&) iiber das Verbesserungsgleichungssystem v = Ad —1 mit
der Minimumsbedingung v v = min nach der MkQ berechnet wird:

A=(ATA)'AT] (2-21d)
Die gesuchten Transformationsparameter ergeben sich dann wie folgt:
X, = X; + dX,
Y, = ¥ + dy
a = a + da (2-21e)
m, = M + dm,
m, = W, + d4m,
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Es empfiehlt sich hier grundsitzlich eine iterative Ausgleichungsrechnung, wobei die nach
(2-21e) berechneten Transformationsparameter erneut als Niherungsparameter in (2-21d)
eingehen. Dieser iterative Prozef kann abgebrochen werden, wenn die Verbesserungen (a)
hinreichend klein ausfallen. Erfahrungsgemif ist das bei Altkartenuntersuchungen je nach
Genauigkeit der eingefithrten Ndherungswerte nach 4-6 Iterationen gegeben. -

Genauigkeitsschitzung:
Mittlerer Betrag der Restklaffungen in Richtung der Koordinatenachsen:

: T
Sp = Y ¥ mit: n. = Anzahl der Punkte (2-22a)
2n, -5 P

Mittlerer Punktfehler: s, =s,2 (2-22b)

Stdndardabweichung der (Grund-)Transformationsparameter (mit Q = (ATA)™):

S, =Sy, = S0y = S0/
Sa = S0y 433
Sm. = Sovdas
8&, = 30\/21:5—

(2-22¢)

2.2.4 Bilineare Transformation

Bei einer bilinearen Transformation (auch: bilineare Interpolation) wird das Punktfeld eines
Ausgangssystems (x, y) durch folgenden Ansatz in ein Ziel-Koordinatensystem (X, )
iiberfiihrt: _

X, = a, + ayx;, + ay + amxy,

’ 22
¥ = b + byx + by + bxy 23
Getrennt nach X- und Y-Koordinaten ergibt sich in Matrizenschreibweise:
x =Ba
: y=Bb
mit ' (2-23b)
a, b,
X, Y, L x, ¥y, %y,
.. . a, b,
X= , y= , B= : : , a= , b=
as b,
X, 14 Lox, Yu Xu¥a
a, b,

Die wichtigsten Abbildungseigenschaften dieser Transformation (siehe dazu auch Abb. 2.1)
lassen sich folgendermaBen beschreiben: '

1. Quadrate bzw. Rechtecke werden als schiefwinklige Vierecke abgebildet

2. Linien, die parallel zu den Hauptachsen liegen, werden geradlinig und teilungsver-
hdlnistreu abgebildet
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3. Ein orthogonales Liniennetz, das zu den Hauptachsen parallel liegt, wird nicht ortho-
gonal abgebildet

4. Linien, die nicht parallel zu den Hauptachsen liegen, werden nicht geradlinig abgebildet
(sie entsprechen Kurven 2. Grades; vergleiche die Abbildung der Diagonalen)

Im Gegensatz zu den bisher behandelten Koordinatentransformationen fehlen hier u.a. die
Eigenschaften der Winkeltreue (Helmert-Transformation), Paralleltreue und die allgemeine
Geradentreue (Helmert- bzw. Affin-Transformation). Fiir Altkartenuntersuchungen ist das
aber keinesfalls von Nachteil. Fiir einige Aufgabenstellungen stellt die bilineare Transfor-
mation die sinnvollste und praktikabelste Losung dar.

y Y
A A

> X > X
Abb. 2.1: Abbildung eines orthogonalen Liniensystems mit bilinearer Transformation

Zur Bestimmung der acht unbekannten Transformationsparameter (a, b) sind mindestens
vier homologe PaBpunkte im Ausgangs- und Zielsystem notwendig. Fiir Altkartenunter-
suchungen wird sowohl die Losung mit iiberschiissigen Beobachtungen (n > u), als auch die
eindeutige Losung mit n = u Beobachtungen benttigt. Die Verfahren dazu, werden im folgen-
den vorgestellt.

(a) Ausgleichungsrechnung

Da hier iiberschiissige Beobachtungen vorliegen (n > u), erhilt man mit den Verbesserungs-
gleichungen

u=Ba-x
A (2-24a)
w=Bb-y

und den Minimumsbedingungen

u'u=min, w'w = min (2-24b)
nach der MkQ die ausgeglichenen Transformationsparameter:
(B™B)"'B"x

2-24
(B"B)'BTy =

a=
b=

MasBstabsfaktor und Drehwinkel:

Anders als bei der Helmert- oder Affin-Transformation kann bei der bilinearen Transforma-
tion (abgesehen von den Translationsparametern) fiir die Abbildung des gesamten Punkt-
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feldes kein eindeutiger Drehwinkel und MaBstabsfaktor aus den Transformationsparameter
nach (2-24c) ableitet werden. In jedem Punkt der Abbildung liegen einerseits unterschied-
liche MaBstabsverhiltnisse vor und andererseits unterschiedliche Verdrehungen des ur-
spriinglich orthogonalen Liniennetzes (Parallelen zu den Hauptachsen des Ausgangs-
systems, auch als x-Linien und y-Linien bezeichnet) vor. MaBstabsfaktor und Drehwinkel
stellen somit Ortsfunktionen dar, sind also abhingig von der Lage eines Punktes (x, y) im
Ausgangssystem. Zur Bestimmung dieser Ortsfunktionen berechnet man zunéchst aus (223a)
die totalen Differentiale, wobei nach den Variablen (x, y) differenziert wird:

dX (x,y) (a, +a,y)-dx + (as+a,x)-dy
ay(x,y) = (b,+b,y)-dx + (by+bx)-dy

(2-25a)

Allgemein ergibt sich die Ortsfunktion des MaBstabsfaktors als Quotient differentieller homo-
loger Strecken zwischen dem Zielsystem (dS) und dem Ausgangssystem (ds):

ds +JdX(x »)?+dY(x,y)’

m(x, y) =
ds +4dx* +dy’

Setzt man in (2-25a) dy = 0 (ds liegt im Ausgangssystem parallel zur x-Achse) erhdlt man aus
(2-25b) den Mapstabsfaktor in x-Richtung, der nur von der y-Koordinate der Ortsposition
abhingig ist:

(2-25b)

W, (y) = +4/(a, +a,9)* + (b, +b,y)’ (2-256)

Entsprechend erhilt man den MapBstabsfaktor in y-Richtung als Funktion der x-Koordinate,
wenn in (2-25a) dx = 0 gesetzt wird (ds liegt in diesem Fall parallel zur y-Achse des Aus-

gangssystems):

T, (x) = +y(a, +a,x0)" + (b; +b,x)’ (2-25d)

Um die Verdrehungen bzw. Drehwinkel der x- und y-Linien als Ortsfunktion zu bestimmen,
geht man von dem Steigungswinkel () der Differentialstrecke dS im Zielsystem aus, der
allgemein wie folgt definiert werden kann:

(x,) i
a(x,y)= arctan( dX(x,y)) (2-26a) |

Setzt man in (2-25a) dy = 0 erhélt man mit (2-26a) den Drehwinkel der x-Linien als Funktion
der y-Koordinate:

b, +b,y '
¢, (y) = arctan| (2-26b)
a, +a,y

Den Drehwinkel der y-Linien als Funktion der x-Koordinate erhilt man, wenn in (2-25a)
dx = 0 gesetzt wird und auBerdem eine einfache Drehung des Koordinatensystems um +90°
nach (2-13) bzw. Tab. 2.1 vorgenommen wird, so daB in (2-26a) dY =-dX und dX=dY
gesetzt werden muB (der Drehwinkel wird dabei von der positiven y-Achse aus gezéhlt):

_ —(a, +a,x)
a,(x) = arctau( _—_b3 b ] (2-26¢)
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Fiir den Koordinatenursprung (x = 0, y = 0) gehen die Formeln (2-25c¢,d) und (2-26b,c) exakt
in die entsprechenden Formeln der 6-Parameter-Transformation nach (2-19f) iiber.

Bestimmung eines mittleren reprisentativen MaBstabsfaktors und Drehwinkels:

Dazu bezieht man die Berechnungen zweckmiBiger Weise auf den Schwerpunkt des Punkt-
feldes, indem in den Formeln (2-25) und (2-26) fiir die Variablen x und y die Koordinaten des
Schwerpunktes (x, , y,) eingesetzt werden:

=

X, = }‘1 X, y, = %}_‘1 Y, (2-27a)

Durch anschlieBende Mittelung

mO)HE,E) _a0)+0,0)
2 2

erhilt man eine einigermafen reprisentative Aussage iiber die mittlere Verdrehung und den
mittleren MaBstabsfaktor des transformierten Punktfeldes.

m=

(2-27b)

Genauigkeitsschitzung:

Mittlerer Betrag der Restklaffungen in Richtung der Koordinatenachsen:

T T
5y = /9—2'11‘;—‘” mit: n, = Anzahl der Punkte (2-282)
n —
p

uu
Mittlerer Koordinatenfehler in x-Richtung: S, = - (2-28b)
P
ww
Mittlerer Koordinatenfehler in y-Richtung: s, = — (2-28¢)
P
Mittlerer Punkifehler: s, =s,y2 = [s? + 52 (2-28d)
Standardabweichung der Transformationsparameter (mit Q=3B"B)"):
S, =8, =504/q; ; i=1..4 (2-28e)
Standardabweichung der Translationsparameter:
Sa, = S, = So4/dyy (2-29a)

Standardabweichung der Drehwinkel und der Mafstabsfaktoren als Ortsfunktion
(zwecks besserer Lesbarkeit wird im folgenden auf die symbolische Angabe der Koordinaten
(x, y) bei den Funktionsformeln und Vektoren verzichtet):

Sa, = SO'\/Qozx sa, = S0 Qagv
Sz, = S04/ Qr, S, =804/Qx,

(2-29b)
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mit den Gewichtsreziproken

Q, = f/Qf, + f;Qf, Q. =fJQf + {;Qf,

(2-29¢)
Qs —gana+ £,Qg, Qs =8Qs.+2,Q8,
wobei

fT = aax aax aax aax = 0 - (bZ +b4y) 0 _(b y+b4y )

* |da,’ da,’ da,’ da, ’ m

T = da, da, da, da,|_ 0 Bty az)’+a4}’

® |db,’ db,’ Ib,’ Ib, ’ m
(2-29d)

o1 _ da, da, Jda, Ja,|_ 0 o —GB:tb® —(b x+b )

° |da,’ da,’ da;’ da, T m,

o1 {aay da,, da, Oda, } _lo o a, +a,x a x+a4 }

¢ |db,’ 9b,’ b, Ib, i,

und

ol = dJm, Jm, Jm, Jm, o & +a,y 0 a,y+a,y

* |da,’ da,’ da,’ da, Coom, m,

o = Jm, oJm, oJm, om,|_ 0 b +b,y 0 by +b,y’

* |db,° db," b,  Ib, ©oom, m,
(2-29%)

o7 = Jm, Jm, Jm, om, _lo o G@tax axta,

° |da,’ da,  da, Jda, T om, m,

—_— ’ —_
m)’ m)’

. {a'rﬁy gm, om, Jm, } B { b, +b,x b3x+b4x2} |
8 = =40, 0,
Werden die Berechnungen der Drehwinkel und der MaBstabsfaktoren auf den Schwerpunkt
bezogen, setzt man fiir die Variablen (x, y) in (2-29d,e) die Schwerpunkts-Koordinaten nach
(2-27a) ein.

Hinweise zur Genauigkeitsschiitzung: Im Vergleich zur Helmert- und Affintransformation
liefert die (ausgleichende) bilineare Transformation den kleinsten mittleren Betrag der Rest-
klaffungen in Richtung der Koordinatenachsen (s,), da sie gegeniiber diesen Transfor-
mationsarten (siche auch Anmerkungen zu Beginn des Kapitels 2.2.4) wegen der fehlenden
bzw. restriktiven Eigenschaften den grifieren geometrischen (Transformations-) Freiheitsgrad
hat. Das sollte aber nicht dazu verleiten, bei Altkartenuntersuchungen die bilineare Transfor-
mation generell als bestmogliche Abbildung zur Anpassung des Punktfeldes einer Altkarte an
eine moderne Karte zu interpretieren, da hier andere Kriterien eine wichtigere Rolle spielen
(siche dazu Kap. 4: Bestimmung addquater Netzentwiirfe fiir Altkarten).
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(b) Die inverse bilineare Transformation

Zur Abbildung von Punkten eines Ausgangssystems in ein Zielsystem ist bei manchen Auf-
gabenstellungen keine Ausgleichung erforderlich. Eine Genauigkeitsschitzung entfillt in
diesem Fall. Es werden dann nur so viele PaBpunkte (n;,) verwendet, wie sie zur eindeutigen
Losung des Gleichungssystems gerade notwendig sind. Im Fall der bilinearen Transformation
werden dazu aus den gesamten zur Verfiigung stehenden Punkten vier homologe PaBpunkte
ausgewdhlt (n, = 4), die sowohl im Ausgangs- als auch im Zielsystem eindeutig und unab-
hingig definiert sind (x,,y,, X,,Y; ;i =1.4). Die Anzahl der Beobachtungen (n=2- n,) ist
damit gleich der Anzahl der Unbekannten (u = n = 8), und fiir die Transformationsparameter
ergeben sich in Verbindung mit (2-13b) die Losungsvektoren:

a=B7'x

2-30
b=B"y (2-302)

Der bilineare Transformationsansatz nach (2-23a) kann auch als Abbildungsvorschrift ver-
standen werden, die in allgemeiner Form durch die symbolischen Funktionsgleichungen mit
zwei Variablen

X=f(xy)
Y=g(x,y)
ausgedriickt werden kann.
Fiir Altkartenuntersuchungen ist die Umkehrung dieses Ansatzes, die sog. inverse bilineare

Transformation, von besonderem Interesse und kann symbolisch in folgender Form
angegeben werden:

x=f7(X,Y)=F(X,Y)

L (2-30b)
y=g (X,Y)=G(X,Y)

Zur Bestimmung von (2-30b) 16st man (2-23a) nach den Variablen x, y auf. Es ergeben sich
dann zwei quadratische Gleichungen in der Normalform:

Ax* +Bx+C=0

2-30c
Dy’ +Ey+F=0 ( )

Die Koeffizienten (4, B, C, D, E, F) sind dabei Funktionen der Komponenten der Losungs-
vektoren a und b, die entweder nach (2-30a) oder im Ausgleichungsfall nach (2-24c) berech-
net werden, sowie der Variablen X, Y :

A=b,a, -a,b,

B=b,a;-a,b,+ba,~ab, +b,X —a,Y
C=ba,;~ab, +b,X -a,Y

(2-30d)
D=ba,-a;b,
E=bsa,~ab,+ba,—ab,+b,X -a,Y
F=ba,-ab,+b,X -a,Y
Die Losungen der quadratischen Gleichungen von (2-30c) lauten damit
-Bt+B*-4C ~E+yJE*-4F
X2 = 2A N2 = 2D (2-30e)
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und stellen gleichzeitig die Abbildungsvorschrift der inversen bilinearen Transformation nach
(2-30b) fiir beliebige Punkte (X;, ¥;) dar. Sie ist in der Form (2-30e) allerdings nicht eindeutig,
da bei quadratischen Gleichungen immer zwei Losungen existieren. Die Losungspaare in x-
Richtung (x,,x,) und in y-Richtung (y,,y,) erfiillen zwar alle die entsprechenden Gleichun-
gen 2. Grades nach (2-30c), aber von den vier moglichen x-y-Kombinationen (x,,y, oder
x,,Y, oder x,,y, oder x,,y,) kommt fiir die gesuchten Punktkoordinaten (x, y) nur eine in
Frage, so daB gepriift werden muB, welche die richtige ist. Das kann hier auf einfache Weise
durch einen Plausibilitéitstest auf Gebietsabgrenzung verifiziert werden. Danach lassen sich
die gesuchten Punktkoordinaten folgendermaflen eindeutig bestimmen (das Zeichen A
bedeutet logisch und):

x,y, wenn: (X SXSX0) A Voo SV S Vo

)

X, y= Yy, Well: (xmi“ <x S‘xmax)‘ A (ymin <Y, Symax)
" x2,y1 wenh. (xmin S X3 = xmax) A (ymin < Y < ymax)
)

Xy, wenn: (x;, S<x,Sx..) A (Ymin £ V2 £ Vinax

wobei (2-30f)
X = min(x,...x,) X0 = max(x,...x,)

m m

Vi = MIN(Y,..Y,) Ve = Max(y;...7,)

2.2.5 Projektive Transformation

Die Grundgleichungen der projektiven Transformation lassen sich folgendermaBen definieren
[WOLF, 1975]:
P +a,y +a,

1

a,x; +agy, +1 (2-312)
a,x; +asy, +ag

a,x; +agy, +1

Dies entspricht einer Zentralprojektion (auch: perspektivische Abbildung) zweier beliebig
“zueinander stehender Ebenen aufeinander. Die projektive Transformation ist wie bei der
Helmert- und Affintransformation geradentreu, d.h. beliebige Geraden des Ausgangs-
systems werden auch immer als Geraden im Zielsystem abgebildet (siehe Abb. 2.2).

> X > X
Abb. 2.2: Abbildung eines orthogonalen Liniensystems mit projektiver Transformation
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Sie ist aber nicht teilungsverhdltnistreu, d.h. ein gleichabstindiges und orthogonales
Liniennetz wird wegen der perspektivischen Abbildungseigenschaft nicht wie bei der bi-
linearen Transformation in Richtung der Ordinaten und Abzissen gleichabstindig iiber-
tragen, sondern in Richtung der Fluchtpunkte immer enger abgebildet (vergleiche dazu
Abb. 2.1 mit Abb. 2.2).

In der Photogrammetrie stellt (2-31a) die Grundgleichungen zur Entzerrung von Luft-
bildern fiir ebenes Geldnde dar. Fiir Altkartenuntersuchungen kann diese Koordinaten-
transformation analog fiir folgende Aufgabenstellungen verwendet werden:

o Entzerrung digitaler Bilder von Altkarten (Rasterdaten), die z.B. mit einer modernen
CCD-Digitalkamera erfaBt wurden und im photogrammetrischen Sinne als Schrdgbild-
aufnahmen vorliegen, da die Altkarten mangels entsprechender reproduktionstechni-
scher Einrichtung in den Archiven frei aus der Hand photographiert werden muBten.

® Entzerrung eines digital erfaBten Punkitfeldes einer Altkarte (Vektordaten), dessen duBe-
rer (urspriinglich rechteckiger) Kartenrahmen in schiefwinkliger Form vorliegt.

Im letzteren Fall stellt die projektive Transformation einen ausgezeichneten Ersatz fiir die in-
verse bilineare Transformation nach (2-30) dar. Allerdings nur, wenn der Kartenrahmen in
Bezug auf die rechteckige Form keine grofien Verzerrungen aufweist, damit wie oben
beschrieben, der abbildungsspezifische Nachteil der projektiven Transformation nicht zu stark
ins Gewicht fallt. Bei Altkartenuntersuchungen ist das in der Regel gegeben.

Der Vorteil gegeniiber der inversen bilinearen Transformation liegt darin, daB die Trans-
formationsparameter wesentlich einfacher aus dem Ansatz nach (2-31a) berechnet werden
konnen und nicht so umstandlich, wie nach den Formeln von (2-30). Die inverse projektive
Transformation fithrt namlich auf die gleiche Form wie (2-31a), nur das hier die Ausgangs-
und Zielkoordinaten vertauscht sind und sich andere Transformationsparameter (A;) ergeben:

AX +AY + A,
X =

fOAX +HAY +1
y, = AX + AT + A
TOAX +AY+]

(2-31b)

Bei der projektiven Transformation ist es daher unerheblich, ob der Ansatz nach (2-31a) oder
die Umkehrung nach (2-31b) verwendet wird. Egal in welcher Richtung (Ausgangssystem =>
Zielsystem oder umgekehrt), es kann immer der Transformationsansatz nach (2-31a) ange-
wendet werden, auf den sich auch die nachfolgenden Formeln beziehen.

Wegen den o.a. Aufgabenstellungen ist es bei Altkartenuntersuchungen nicht notwendig,
die projektive Transformation als Ausgleichungsfall zu behandeln. Zur Bestimmung der acht
unbekannten Transformationsparameter (a) werden vier homologe PaBpunkte im Ausgangs-
und Zielsystem benétigt. Durch Umstellung von (2-31a) erhilt man das lineare Gleichungs-
system

X = o+ ay. + - axX - a,y.X.
i al‘x: Zyl a.? VAl bl 8y| i (2'310)
Y, = ax; t a5y, + a; - axY - agyY,
das in Matrizenschreibweise mit der quadratischen Koeffizientenmatrix (Z) wie folgt
definiert werden kann
I=Za (2-31d)
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mit

X,] (x, y, 1 0.0 0 -xX, -yX] (a,)
X, xz3, y, 1 0 0 0 -xX, -yX, a,
X, x5 y;, 1 0 0 0 -x,X; —y;:X; a,

l=<X4», Z=*x4 y, 1 0 0 0 -xX, —y,,X‘,” a=<q4>
Y, 0 0 0x y I -x4 -yl as
r 0 0 0 x y, 1 -5 -yh as
Ya' 0 0 0 x y 1 -x1 -yh a4,
Y {0 0 0 x y 1 —xY -y (93 ]

Der Liisuﬁgsvektdr mit den gesuchten Transformationsparameter lautet danach:
a=Z7"1 | (2-31e)

Zur praktischen Berechnung der Unbekannten ist es allerdings nicht unbedingt notig eine
Invertierung der Z-Matrix vornehmen, da es hier nur auf die Bestimmung der Unbekannten
ankommt, die sich wesentlich einfacher mit dem Gaufschen Algorithmus berechnen lassen.
Mit den so gefundenen Transformationsparameter (a) konnen nun beliebige Punkte (x;, y)
nach den Formeln (2-31a) in das Zielsystem (X;, Y;) iibertragen werden.

2.3 Multiquadratische Interpolation

Die multiquadratische Interpolation ist fiir ein- und mehrdimensionale Interpolationszwecke
von unregelmiifiig verteilten Stiitzpunkten vielseitig einsetzbar. Unter anderem fiir die Inter-
polation von Hohenkoten auf einem reguldren Gitter zur Ableitung von Hohenlinien
[GOPFERT, 1977] oder der digital geometrischen Entzerrung (Geokodierung) von lokal vari-
ierenden Storungen der Bildgeometrie in digitalen Bilddaten [EHLERS, 1987]. Entwickelt
wurde diese Methode von HARDY [1971, 1972].

Speziell fiir Altkartenuntersuchungen stellt die multiquadratische Interpolation ein optimales
Verfahren zur Generierung von Verzerrungsnetzen dar (siehe dazu Kap. 8: Visualisierung
von Genauigkeitsanalysen und Anwendungsbeispiele). Fiir diese Aufgabenstellung lassen sich
folgende Gleichungssysteme mit derselben Anzahl von Unbekannten wie Gleichungen (n=u)
aufstellen

u=Da , w=Db (2-32a)
oder ausfiihrlich:
w, = dya, + dpa, + dpa; + + dga,
u, = dya; + dpa, + dya; + + dya,
........................................................................................... (2-32b)
u, = dya, + djya, + dgza; + + d,a,

In®n
w, = dyb, + dyb, + dyb; + ... + d,b,
................................................................................. - (2-32¢)
w, = d,b + dyb, + d;b; + + d,b,
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Darin bedeuten:

u; = X;-X,' (Restklaffungen der PaBpunkte in x - Richtung ; i=1 ... n)
w, =Y, - Y' (Restklaffungen der PaBpunkte in y - Richtung ; i=1 ... n)

wobei (X,,Y;) die PaBpunkte im Zielsystem (Altkarte) sind und ( X, " Y") die z.B.
aus einer zuvor berechneten ausgleichenden Ahnlichkeits-Transformation ins
Zielsystem tibertragenen (homologen) PaBpunkte des Ausgangssystems (moderne
Karte) darstellen. Die Restklaffungen (u; , w;) entsprechen hier somit negativen
Verbesserungen (= Fehlervektoren) und konnen aus den Formeln (2-14e) auf
einfache Weise (Multiplikation mit -1) abgeleitet werden

a; = unbekannte Interpolationsparameter in x - Richtung

S
]

unbekannte Interpolationsparameter in y - Richtung

2
Il

Elemente der quadratischen Koeffizientenmatrix (auch: Kernfunktionsmatrix) D.

Diese stellen die Distanzen zwischen allen méglichen PaBpunkten im Zielsystem
dar und werden wie folgt berechnet:

dy=+|(X, =X )+ (¥ -¥,)

Die Koeffizientenmatrix D ist wegen d; =d; symmetrisch und entlang der Hauptdiagonalen
treten nur Nullen auf (d; =0 fiiri=j). Die Berechnung der Interpolationsparameter (a, b)
kann in Matrizenschreibweise allgemein mit

a=D"u
b=D"'w

beschrieben werden. Eine Invertierung der nx n groBen Matrix D ist hier aber nur bei relativ
wenigen PaBpunkten sinnvoll, denn bei Altkartenuntersuchungen kann die Anzahl der PaB-
punkte ungefahr zw. 100 und 900 betragen, was selbst auf schnellen Workstations zu splirbar
langen Rechenzeiten fithren wiirde. Da es nur auf die Bestimmung der Unbekannten an-
kommt, kann fiir die Auflésung der linearen Gleichungssysteme nach (2-32) z.B. das Elimi-
nationsverfahren von Gau8 (Gaufscher Algorithmus) mit Zeilen- und Spaltenpivotisierung
angewendet werden.

(2-324d)

Mit den gefundenen Losungsvektoren (a, b) kénnen nun fiir einen beliebigen Punkt des Aus-
gangssystems (x, y), der z.B. mit Hilfe einer Ahnlichkeits-Transformation in das Zielsystem
iibertragen wurde (— X', Y'), der interpolierte Restklaffungsvektor in diesem Punkt mit den
Komponenten (1, w) bestimmt werden:

T
=a's
y (2-332)
w=b"s
Die Komponenten des Vektors s’ = {s, ) S, ,...,s,,}werden dabei - ausgehend von dem

(transformierten) Punkt (X',Y') - aus den Strecken zu allen Paflpunkten des Zielsystems
berechnet:

S =+ (X=X, +(V'-Y,) ; k=l.n (2-33b)
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Die Formeln (2-33) lassen bei genauer Betrachtung die besonderen Eigenschaften der multi-
quadratischen Interpolation deutlich werden. Fallt ein (vortransformierter) Punkt (X',Y")
genau auf einen PaBpunkt im Zielsystem, wird die Strecke s, nach (2-33b) zu Null. In
diesem Fall entspricht (2-33a) den k-ten Zeilen von (2-32) und die Restklaffungen gehen in
(u,,w,) tber, also exakt in die Restklaffungen des PaBpunktes P, . Fiir beliebige

(vortransformierte) Punkte, die in der Regel zwischen den PaSpunkten liegen, also z.B. die

Schnittpunkte eines iiber das gesamte Punktfeld des Ausgangssystems gelegten reguliren
Liniennetzes, -werden interpolierte Restklaffungen erhalten. Dabei geht die gesamte Paf-
punktinformation (mit abstandsmaBiger Gewichtung) in den Interpolationsprozef ein.
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Kapitel 3

Datenerfassung und Plausibilitiitspriifung-

Voraussetzung fiir die rechnerischen Verfahren der Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten sind Ko-
ordinaten, die durch Messungen, Berechnungen oder aus Koordinatenlisten abgeleitet werden
und in Form von Datenfiles (Dateien) zur Verfiigung stehen miissen. Da die Erstellung dieser
Koordinatendateien groBtenteils manuell erfolgt, besteht der aufwendigste Teil der gesamten
Genauigkeitsuntersuchung in der Datenerfassung. Da hierbei erfahrungsgemdB immer Bearbei-
tungsfehler auftreten, empfiehlt es sich grundsitzlich den Rohdaten nach Abschlufl der Erfas-
sung einigen Plausibilititspriifungen zu unterziehen, bevor sie fiir die anschlieBenden rechneri-
schen Genauigkeitsanalysen herangezogen werden. Die Verfahren zur Datenerfassung und
Plausibilititspriifung sollen hier vorgestellt werden.

3.1 Ablaufverfahren zur Rohdatenerfassung

Im folgenden soll ein Ablaufverfahren zur Erfassung samtlicher relevanten Daten beschrieben
werden, das auf den praktischen Erfahrungen béi allen im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihr-
ten Altkartenuntersuchungen beruht und sich allgemein bewihrt hat.

1. Bereitstellung von Kartenmaterial

Dazu zihlt modernes Kartenmaterial, wie z.B. (amtliche topographische) Ubersichtskarten
oder Atlaskarten, die den gesamten Altkarten-Ausschnitt abdecken, wobei in der Regel meh-
rere Karten notwendig sind. Der MaBstab dieser Karten sollte dabei moglichst dem MaBstab
der zu untersuchenden Altkarte entsprechen, der aufgrund einfacher Voruntersuchungen
(siehe dazu Kap. 5) oder anderweitig (Veroffentlichungen) ungeféhr bekannt ist.

2. Gebietsaufteilung

Um bei Genauigkeitsanalysen bestimmte Punkte (Ortschaften) zu Uberpriifungszwecken
leichter aufzufinden, ist es zweckmiBig, auf einer schiitzenden Deckfolie, die iiber die Alt-
karte gelegt und befestigt wird, ein reguldres Suchgitter mit einer Koordinierung (z.B. al-
phanumerisch: Al, A2, A3,...,B1,B2,...) einzutragen. Dabei sollte eine angemessene
Maschenweite gewidhlt werden (ungefihr 10-20 Punkte pro Gittermasche). Des weiteren
empfiehlt sich, auch die moderne Karte mit einer schiitzenden Folie abzudecken, auf der
allerdings nur die Markierung der ausgewihlten Punkte und deren Punktnummer einzutra-
gen werden braucht (siche folgenden Abschnitt).

3. Punktauswahl

Dies ist der aufwendigste und damit zeitintensivste Teil der gesamten Rohdatenerfassung, da
er nur rein manuell fiir alle Punkte durchgefiihrt werden kann. Die Auswahl identischer

“(homologer) Punkte erfolgt in erster Linie iiber einen Vergleich der Ortsnamen in der
Altkarte und der modernen Karte, wobei man zuerst einen Ort in der Altkarte festlegt und
dann den entsprechenden Ort in der modernen Karte sucht. Dabei empfiehlt es sich bei der
Auswahl der Punkte innerhalb eines Suchgitters wie auch auferhalb (maschenweise)
systematisch vorzugehen, d.h. von links nach rechts und von oben nach unten.
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Die Identifizierung homologer Punkte in der modernen Karte anhand des Altkartennamens
kann betrichtliche Probleme hervorrufen. Hiufig sind die Ortsnamen in Altkarten schwer
lesbar, was einerseits an schlechten Reproduktionsvorlagen, andererseits am ungewohnten
Schriftbild (z.B. Fraktur) liegen kann. Als sehr schwierig erweist sich die Punktidentifizie-
rung, wenn die Altkartennamen in lateinischer Sprache vorliegen. Des weiteren unterliegen
Stadtenamen im Laufe der Geschichte mehr oder weniger grofe Verinderungen, so daB es
bei der Identifizierung des modernen Ortsnamens leicht zu Fehlinterpretationen kommen
kann.

Diese Schwierigkeiten konnen groBtenteils gelost werden, wenn man die geographische
Lage eines zu bestimmenden Punktes relativ zu den benachbarten Ortspositionen mit
beriicksichtigt sowie u.U. geographisch historische Literatur einbezieht.

Auferdem sollte bei der Punktauswahl darauf geachtet werden, daB - wenn moglich - eine
einigermaBen homogene Punktdichte erzielt wird. Zu vermeiden sind auf Jjeden Fall, im Ver-
gleich zu den iibrigen Punktabstinden, eng beieinander liegende Punkte. Diese erzeugen
namlich z.B. u.a. bei graphischen Darstellungen von Verzerrungs-Netzlinien (siehe Kap. 8)
ein stark schwankendes Linienbild um einen oder mehrerer dieser (redundanten) Punkte
herum, daB nicht wiinschenswert ist. AuBerdem wirken sich die kurzen Strecken zwischen
benachbarten Punkten sehr ungiinstig auf die MaBstabsbestimmung aus (siche Kap. 5).
Grundsitzlich gilt bei der Punktauswahl die Regel, nicht so sehr ins Detail zu gehen. Liegen
in der Altkarte also z.B. in einem Teilgebiet einige Ortschaften relativ eng beieinander, so
wihlt man nur einen dieser Orte aus, der reprisentativ fiir die anderen steht, so daB die
Forderung nach homogener Punktdichte besser erfiillt werden kann.

Sind die homologen Punktpaare unter Beriicksichtigung der oben angegebenen Auswahlkri-
terien bestimmt, werden sie auf den Deckfolien der Altkarte und modernen Karte markiert
und mit einer Punktnummer versehen. Diese wird anschlieBend in ein Erfassungsformular
iibertragen, wobei zusitzlich die Suchgitter-Koordinaten sowie die Ortsnamen nach der Alt-
karte und nach der modernen Karte eintragen werden. Ferner sollte in dem Erfassungs-
formular noch Platz fiir den evtl. Eintrag der geographischer Koordinaten nach einer moder-
nen Karte gelassen werden, falls diese mit manuellen Methoden ermittelt wurden (siehe fol-
genden Abschnitt).

4. Koordinatenerfassung
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Die Methoden zur Erfassung der fiir die rechnerischen Genauigkeitsanalysen benétigten
Ortspositionen (Koordinaten) sind unterschiedlich. Der Grund liegt darin, daB einerseits fiir
die Altkartenpunkte kartesische Koordinaten und andererseits fiir die homologen Punkte in
der modernen Karte geographische Koordinaten bestimmt werden miissen, aus denen mit
Hilfe addquater Netzentwiirfe fiir Altkarten vergleichbare kartesische Koordinaten abgeleitet
werden (siehe dazu Kap. 4 und Kap. 5).

Die Punktkoordinaten in der Altkarte werden generell durch punktweise Digitalisierung
der ausgewihlten Orte gewonnen und stehen nach Abschlu der Erfassung in einem Daten-
file als kartesische Koordinaten (x, y) zur Verfiigung. Damit in den Datenfiles die Punkt-
nummern der erfaBten Koordinaten nicht nachtriglich noch zeitraubend durch manuelles
editieren eingetragen werden miissen, empfiehlt es sich eine Digitalisier-Software zu ver-
wenden, die - nach Vorgabe einer beliebigen Start-Punktnummer - nach jedem digitali-
sierten Punkt automatisch die letzte Punktnummer um eins erhsht, so daB man wihrend des
manuellen Digitalisiervorganges von der umstindlichen Punkteingabe befreit ist.

Da die Firmen von Koordinatenerfassungsgeriten (Digitizer) verstindlicherweise keine Di-
gitalisier-Software mitliefern, die auf die spezifischen Bediirfnisse des Benutzers abge-
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stimmt sind, ist man gezwungen diese Software selbst zu entwickeln. Im Rahmen dieser Ar-
beit wurde deshalb ein einfaches BASIC-Programm geschrieben, das auf den verwendeten
groBformatigen (A0) und hochauflésenden (40 Linien/mm) Digitizer HR48 der engl. Firma
Terminal Display Systems Limited (TDS) abgestimmt ist. Die Rohdatenerfassung mit Hilfe
dieses Digitizers und der verwendeten Digitalisier-Software liefert z.B. folgenden Datenfile
(Auszug), wobei die erlduternden Kopfzeilen fiir die rechnerische Weiterverarbeitung spiter
natiirlich noch entfernt werden miissen:

Digitizer-Koordinaten der PreuRenkarte
bearbeitet am 20.08.98 von: D. Beineke

PKTNR. X Y
1001 52.175 376.625
1002 126.450 373.475
1003 571.075 366.225
1004 1017.325 372.675
1005 1165.700 378.250

Die direkte Erfassung der homologen geographischen Punktkoordinaten (A, @) nach
einer modernen Karte ist mit Hilfe eines Digitizers nicht moglich, da dieser nur kartesi-
sche Koordinaten liefert. Die Ermittlung kann aber indirekt, d.h. manuell oder rechnerisch
erfolgen.

(a) Manuelle Methoden zur Erfassung geographischer Punktkoordinaten:

1. Interpolation:
Diese Methode setzt voraus, dafl die zu Vergleichszwecken herangezogene moderne
Karte im Kartenrahmen geographische Koordinaten enthilt, wobei auch im Karten-
feld die Schnittpunkte der runden geographischen Koordinaten angerissen sein
sollten. Innerhalb einer geographischen Gittermasche lassen sich dann die geogra-
phischen Ortspositionen durch einfache lineare Interpolation bestimmen. Bei einer
MeBgenauigkeit von ca. 0,15 mm und KartenmaBstiben groBer als 1 : 1 Mio. lassen
sich die geographischen Koordinaten genauer als 5* (= 150m in der Natur) ermitteln.

2. Ortsregister:
Bei dieser Methode werden geographische Ortskoordinaten aus Atlanten entnom-
men, die im Anhang ein Ortsregister enthalten (z.B. "Times Atlas" oder "Meyers
Neuer Handatlas"). Die Koordinaten sind in der Regel auf Minutengenauigkeit
gerundet und fiir Altkarten-Genauigkeitsanalysen in den meisten Fallen ausreichend.
Bei dieser Vorgehensweise ist aber Vorsicht geboten, da redaktionelle Fehler bei der
Erstellung dieser Koordinatenlisten nicht ausgeschlossen werden knnen.

Die so ermittelten geographischen Koordinaten (A, @) werden zunidchst in das Erfas-
sungsformular (siehe 3.Punktauswahl) iibernommen. Ist der letzte Punkt schlieSlich
ermittelt, werden mit Hilfe eines einfachen ASCII-Texteditors (z.B. Edit, NotePad oder
TextPad) alle Punktnummern mit den geographischen Ortspositionen in einen Datenfile
iibertragen.

Fir Uberpriifungszwecke (z.B. grob fehlerhafte Punkte) als auch in rechentechnischer
Hinsicht (geringerer Programmieraufand) hat es sich als zweckmiBig erwiesen, wenn
sowohl im Datenfile der kartesischen Koordinaten als auch im Datenfile der geographi-
schen Koordinaten die Punktreihenfolge identisch ist, d.h. gleiche Zeilen entsprechen
gleiche (homologe) Punkte.
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(b) Rechnerische Methode zur Bestimmung geographischer Punktkoordinaten:

Bei dieser Methode werden - wie bei der digitalen Koordinatenerfassung der Altkarten-
punkte - zunichst auf der Grundlage einer modernen Karte die homologen Punkte durch
Digitalisierung gewonnen. Uber Referenzpunkte, deren geographische Koordinaten be-
kannt sind, werden dann mit Hilfe von Koordinatentransformationen die geographi-
schen Punktkoordinaten ermittelt. Diese Methode setzt allerdings voraus, daB die Kar-
tenabbildung (Kartennetzentwurf) der herangezogenen modernen Karte bekannt ist. Nur
in diesem Fall lassen sich die Abbildungsgleichungen umkehren, so daB aus den karte-
sischen Koordinaten die gesuchten geographische Koordinaten abgeleitet werden kon-
nen.

Im folgenden wird exemplarisch der Verfahrensablauf beschrieben, wie aus deutschen
amtlichen topographischen Karten (z.B. die TK 100), die in GauB-Kriiger-Abbildung
vorliegen, die gesuchten geographischen Koordinaten abgeleitet werden konnen. Die
dazu notwendigen Koordinatentransformationen kénnen dem Kapitel 2.2 (Ahnlichkeits-
transformation) und die im Anhang aufgefiihrten Formeln zur Transformation zwischen
GauB-Kriiger-Koordinaten und ellipsoidischen geographischen Koordinaten entnom-
men werden. Das Verfahren 148t sich analog mit GauBschen Koordinaten oder anderen
Kartenabbildungen (z.B. UTM-Abbildung, Kegelabbildung) durchfiihren, wobei die
Transformationsformeln entsprechend verindert werden miissen:

Erfassung durch Digitalisierung Graphische Erfassung
Tisch-Koordinaten Tisch-Koordinaten GauB}-Kriiger-Koordinaten
des Punktfeldes: der vier Blattecken: der vier Blattecken:
XY, (@=1-n) xy' (=14 R'.H' (i=1-4)

I |
y
Ausgleichende
Ahnlichkeitstransformation
iiber die vier Blattecken liefert
die Transformationsparameter:
(a,,a,,a,,a,)

v

Rechts- und Hochwerte
der Ortspositionen mit Hilfe der
Transformationsparameter der
Ahnlichkeitstransformation:

R,H, (i=1-n)

A2
(Ellipsoidische) geographische

Koordinaten:
;::Ié: (i=1-n)
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3.2 Plausibilitéitspriifungen

Nachdem die Rohdatenerfassung abgeschlossen ist, kann im Prinzip mit der rechnerischen Ge-
nauigkeitsanalyse der Altkarte begonnen werden. Grundsitzlich empfiehlt es sich aber, den
Rohdaten vor den rechnerischen Genauigkeitsanalysen zunichst einigen Plausibilitéatspriifun-
gen zu unterziehen, da sich erfahrungsgemiB wegen der iiberwiegend manuellen Bearbeitung
zur Erfassung der Rohdaten immer irgendwelche Eingabefehler (Schreib-, Ubertragungs- und
Digitalisierungsfehler) einschleichen, die von leichten bis zu schwerwiegenden Auswertefeh-
lern und damit falschen Ergebnissen fithren konnen.

Die dazu notwendigen Plausibilit‘aitsprﬁfungen lassen sich einteilen in einen

¢ Punkt-Test
. Minimalstrecken-Test

und konnen sowohl auf die Datenfiles der durch Digitalisierung gewonnenen Kartesischen
Punktkoordinaten der Altkarte als auch auf die nach einer modernen Vergleichskarte abgeleite-
ten geographischen Koordinaten angewendet werden.

3.2.1 Punkt-Test

Bei diesem einfachen Plausibilititstest werden den beiden Rohdatenfiles (kartesische Koordi-
naten nach der Altkarte bzw. geographische Koordinaten nach der modernen Karte) folgende
rechnerischen Tests unterzogen:

o Test auf unterschiedliche Punktanzahl
o Test auf widerspriichliche Punktnumerierung
o Test auf identische Punktkoordinaten

Der Test auf unterschiedliche Punktanzahl priift lediglich, ob in beiden Datenfiles die gleiche

Anzahl von Punkten enthalten ist. Wenn das nicht der Fall ist, dann sind entweder beim digi-

talisieren Punkte vergessen worden oder bei der Erstellung des geographische Rohdatenfiles

durch Editierfehler zu viele Eintrige entstanden. Als Folge konnen fehlerhafte Punktzuweisun-
_gen bei den rechnerischen Genauigkeitsanalysen auftreten

Beim Test auf widerspriichliche Punktnumerierung kann man unterscheiden zwischen:

o gleiche Punktnummern innerhalb eines Datenfiles
e unterschiedliche Punktnummern identischer Punkte im kartesischen und
geographischen Datenfile

Dies sind keine Fehler mit gravierenden rechnerischen Auswirkungen, aber die Zuordnung
der Punktnummer sollte eindeutig sein, damit spiter bei der Punktiiberpriifung wegen auf-
getretener Plausibilitétsfehler keine Irrtitmer entstehen.

Der Test auf identische Punktkoordinaten ist der wichtigste Punkt-Test, da gleiche Punkt-
koordinaten innerhalb eines Datenfiles fatale Auswirkungen auf nachfolgende Programme
haben koénnen. So erzeugt nur eine doppelt vorkommende Ortsposition in der Koeffizienten-
matrix zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit gleicher Anzahl von Beobachtungen
und Unbekannten (n=u) einen Rangabfall (d.h. es sind weniger Beobachtungen als Unbe-
kannte vorhanden), so daff das Gleichungssystem nicht mehr 16sbar ist. Dieser Fall kann insbe-
sondere bei der Anwendung der Multiquadratischen Interpolation (siehe Kap. 2.3) zur Gene-
rierung von Verzerrungsnetzen (siche Kap. 8.3) auftreten.
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Ursachen identischer Punktkoordinaten:

Identische Punktkoordinaten innerhalb des Datenfiles mit kartesischen Koordinaten (Altkarte)
sind eindeutig Fehler, die bei der digitalen Erfassung der Ortspositionen entstanden sind, aber
in der Regel sehr selten vorkommen. Ursache kann hier z.B. ein aus Versehen doppelt digitali-
sierter Ort sein, was bei zeitlich unterschiedlichen Digitalisiersitzungen vorkommen kann.

Bei dem Datenfile mit geographischen Koordinaten (moderne Karte) kann die Ursache in einer
fiir den MaBstab der Altkarte zu groben manuellen Erfassung der geographischen Ortskoordi-
naten liegen. Hier ist die Forderung nach Vermeidung eng beieinander liegender Punkte nicht
beriicksichtigt worden (siehe 3. Punktauswahl). Wenn beispielsweise die Entfernung zwischen
zwei erfaBten benachbarten Ortschaften kleiner als ca. 2 km betrigt (entspricht im Gradma8
ungeféhr 1 Minute), dann erhilt man bei der Berechnung auf Minutengenauigkeit fiir beide
Orte exakt die gleichen geographischen Koordinaten. Dieser Fehler taucht insbesondere dann
auf, wenn die geographischen Koordinaten nicht durch eine manuelle Ermittlung (Interpo-
lation) aus modernen Karten, sondern aus Ortsregister von Atlanten ermittelt wurden, da diese
Koordinaten in der Regel nur auf Minuten angegeben sind.

3.2.2 Minimalstrecken-Test

Wie weiter oben schon erwihnt, sollte bei der Auswahl der Punkte der Abstand zwischen den
ausgewahlten Ortspositionen einigermaBen gleichabstindig sein. Da dies nicht immer einge-
halten werden kann, empfichlt sich eine Uberpriifung auf kleinste Streckenverbindungen, im
folgenden Minimalstrecken genannt.

Fiir die rechentechnische Losung miissen optimale Streckenverbindungen zwischen benach-
barten Punkten im gesamten Punktnetzverband gefunden werden. Diese Aufgabenstellung kann
mit Hilfe einer bestmoglichen Dreiecksvermaschung des Punktfeldes gefunden werden, der
sog. Delaunay-Triangulation (nihere Beschreibung siehe Kap. 8.2.1). Jede Dreiecksseite kann
dann auf eine beliebig vorgegebene Minimalstrecke getestet werden. Als kleinste Minimal-
strecke kann z.B. die Genauigkeit der erfaBten geographischen Koordinaten herangezogen
werden. Diese liegt in der Regel bei ca. 1°, was einem NaturmaB von 1,8 km entspricht. Bei
einem MaBstab der Altkarte von ungeféhr 1:200 000 sollten dann keine kleineren Punkt-
absténde als ca. 10 mm auftreten.

3.2.3 Nachbearbeitung der Rohdaten

Nachdem die Plausibilititspriifung abgeschlossen ist miissen die Widerspriiche beseitigt wer-
den, wobei alle Erfassungsunterlagen herangezogen und die daraus abgeleiteten Daten in den
Koordinaten-Files gepriift und manuell korrigiert werden. Diese Prozedur ist in der Regel sehr
zeitaufwendig. Die Erfahrung hat aber gezeigt, da8 es in der iiberwiegenden Anzahl der Fille
einfacher und schneller ist, fragwiirdige Punkte - wenn sie nicht gerade von besonderer
Bedeutung sind - kurzerhand zu eliminieren, denn bei mehr als 100 erfaBten Punkten (bei Alt-
karten normal) kommt es auf den einen oder anderen Punkt fiir die Genauigkeitsanalysen nicht
an.

3.2.4 Exemplarisches Berechnungsbeispiel zur Plausibilititspriifung

Um den oben beschriebenen Punkt- und Minimalstrecken-Test rechnerisch zu realisieren,

wurde im Rahmen dieser Arbeit eine speziell fiir Altkartenuntersuchungen abgestimmte

Applikation entwickelt. Ein Berechnungsprotokoll dieses Programms - am Beispiel der

origindr erfaBten Rohdaten der Tirol-Karte von BURGKLECHNER (1611) - demonstriert die
Notwendigkeit von Plausibilitdtspriifungen:
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[ T T A I O A Y

.....................................

I
1 |
! Plausibilitéatspriifungen !
! fir !
! Altkarten-Untersuchungen !
t |
! |
! |
|

(Punkt- und Minimalstreckentest)

1. Test auf Minimalstrecken und "identische Punktkoordinaten"
der kartesischen Ortspositionen (Altkarte)
mit Hilfe einer "Delaunay-Triangulation"

Eingabe-Dateiname: "tirol.dig "

Anzahl der eingelesenen Punkte: 306
Anzahl der Delaunay-Dreiecke: 593
Anzahl der Dreiecks-Strecken: 897

Folgende Dreiecksstrecken sind kleiner als
die benutzerdefinierte Vorgabe von 12.0 mm

i Pl <-> P2 Strecke [mm]

1 1049 1050 11.5

2 2029 2031 11.5

3 2033 2026 11.2

4 2044 2041 11.0

5 3024 3025 11.3

6 4003 4004 .1 <= Identische Punkte !
7 4038 4035 11.4

8 4063 4064 8.8

2. Test auf "identische Punktkoordinaten" der
geographischen Ortspositionen(moderne Karte)

Eingabe-Dateiname: "tirol.geo"

Anzahl der eingelesenen Punkte: 307 <= Unterschiedliche
Punktanzahl !!!!

Folgende Punkte mit identischen Koordinaten
wurden festgestellt:

i Pl = P2
1 2021 2022
2 3014 3015

Ende der Berechnungen!
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Kapitel 4

Bestimmung adiquater Netzentwiirte
fiir Altkarten

Bei allen Berechnungsverfahren zur MaBstabsfindung und zur Genauigkeit von Altkarten so-
wie deren Visualisierung, ist die Kenntnis des Netzentwurfes der Altkarte (im folgenden auch
kurz als Altkartenabbildung bezeichnet) von wesentlicher Bedeutung, da sich nur dann ein
optimaler Vergleich der vorliegenden Altkarte mit einer modernen Karte erzielen 148t (ndhere
Erliuterungen dazu siehe Kap. 5). Da dieser Aspekt in der einschlagigen Literatur bislang
vernachlissigt wurde, soll hier detailliert darauf eingegangen werden. Unter adéiquaten
Netzentwiirfen sollen im folgenden Kartenabbildungen verstanden werden, die eine best-
mogliche Anpassung an eine vorliegende Altkarte gewéahrleisten.

Der Begriff Altkartenabbildung ist hier aus moderner Sicht zu verstehen. Die Kartenmacher
der damaligen Zeit haben keineswegs die Kartierung der Ortspositionen und des sonstigen In-
halts mit Hilfe von Abbildungsgleichungen nach geographischen Koordinaten vorgenommen.
Die Kartierung erfolgte vermutlich rein manuell-geometrisch mit MaBstabslineal und Zirkel.
Fiir rechnerische Genauigkeitsuntersuchungen von Altkarten ist es aber zwingend
erforderlich, analytische Abbildungsgleichungen zu finden, die weitgehend dem inneren und
duBerem Erscheinungsbild (Kartenfeld, Kartenrahmen) dieser alten Karten entsprechen und
hier als Altkartenabbildungen zu verstehen sind.

Moderne Karten mit addquater Altkartenabbildung (z.B. die hiufig vorkommende "Platt-
karte") gibt es aber nicht, so daB eine Genauigkeitsanalyse {iber meBtechnische Vergleichs-
werte zwischen der Altkarte und der modernen Karte wegen der unterschiedlichen Karten-
abbildungen und Verzerrungseigenschaften zwangslaufig zu starken Fehlinterpretationen be-
ziiglich MaBstab, Punktfehler etc. fiihren wiirde. Rechentechnisch wird dieser Vergleich daher
generell iiber kartesische PaBpunktkoordinaten der Altkarte und identischen (homologen)
PaBpunkten nach einer modernen Karte unter Beriicksichtigung der Altkartenabbildung reali-
siert, um einen optimalen Vergleich der beiden Punktfelder in einem einheitlichen Koordina-
tensystem zu ermoglichen.

Die Kartennetzlehre beschreibt eine Vielzahl verschiedenster Kartenabbildungen mit un-
terschiedlichen Erscheinungsbildern der geographischen Netzlinien (Netzbild) und spezifi-
schen Verzerrungseigenschaften. Fiir die hier zu untersuchenden Regionalkarten im mit-
teleuropiischen Bereich kommen aber beziiglich MaBstab und der geographischen Ge-
bietsausdehnungen dieser Altkarten nur wenige Abbildungen in Frage. Im Rahmen dieser
Arbeit wird daher nur auf zwei sehr hiufig vorkommende Typen von Altkartenabbil-
dungen, niamlich die Plattkarte und die Trapezabbildung, niher eingegangen. Andere Alt-
kartenabbildungen (z.B. die Kegelabbildung) fiir Regionalkarten lassen sich mit den hier
vorgestellten Methoden i.d.R. ausreichend approximieren, kommen aber selten vor.

Alle folgenden Abbildungsgleichungen fiir die einzelnen Netzentwiirfe werden der Ein-
fachheit halber fiir die Einheitskugel (Erdradius: R = 1) und den Abbildungsmafistab 1:1
definiert und werden symbolisch wie folgt ausgedriickt:

x=f(A,0)
y=g8(A9)
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Fir die praktische Anwendung sind diese Abbildungsgleichungen noch mit einem MaB-
stabsfaktor () zu multiplizieren, so daB die fiir die Kartierung notwendigen Auftrags-
koordinaten wie nachstehend berechnet werden:

x=f(4,9)-m
y=gAp)-m
mit 4-1)
= % (MaBstabsfaktor)

m
R = Erdradius (z.B. 6370 km)
m = MaBstabszahl der Karte (nach der MaBstabsangabe: M = 1: m)

Die geographischen Koordinaten (A, @) von beliebigen Oberflichenpunkten werden in den
nachfolgenden Betrachtungen immer in der auf den geogr. Nullpunkt reduzierten Form

Mi =A'i_A'0
A(p,. =0, -9,

angegeben, wobei Ay und ¢y die geographische Linge und Breite des Koordinaten-
ursprungs darstellen. Im Prinzip sind diese frei wihlbar, in der Praxis werden sie aber
zweckmiBig in die Mitte des darzustellenden Gebietes gelegt, damit die kartesischen
Koordinaten von der Mitte des Kartenblattes aufgetragen werden konnen. Dariiber hinaus
sind alle Winkelangaben in den Abbildungsgleichungen im Bogenmaf (o := arc(Q)) zu
verstehen.

4.1 Die Plattkarte als adéiquate Kartenabbildung

Diese einfachste aller Kartenabbildungen war schon im Altertum bekannt und soll um
100 n. Chr. von Marinus von Tyros angegeben worden sein, wurde aber wahrscheinlich
nicht vor 1500 angewendet [VITAL, 1903]. In der modernen Kartennetzlehre ist sie unter
dem Namen Mittabstandstreue Zylinderabbildung definiert. Interessant in diesem Zusam-
menhang ist, da schon Prolemdius, der etwa zur gleichen Zeit wie Marinus lebte, sich
kritisch mit dieser Kartenabbildung auseinandergesetzt hat und richtig erkannte, da8 man
diese Abbildung wegen der Verzerrungen nur bei kleinen Ausschnitten der Erdoberfliche
anwenden sollte [BABICZ, 1986; BONACKER, 1932]. Bei der Plattkarte kann man zwei
Abbildungsarten unterscheiden, die beide die Eigenschaft haben, daB die Bogenldngen der
Meridiane langentreu auf einer fiktiven erdachsig (parallel zur Erdachse) stehenden
Zylinderfliche abgebildet werden.

4.1.1 Abbildung mit lingentreuem Aquator

x; = AA,

4-2)

y; = 49,
Bei dieser Abbildung geht man anschaulich von einer Beriihrung der Zylinderfliche mit
dem Aquator aus. Wegen der quadratischen Netzmaschen (bei gleicher Maschenweite)
wird diese Abbildung auch quadratische Plattkarte genannt. Der Nachteil dieser
Abbildung ist, daB die Streckenverzerrung in West-Ost-Richtung mit der geographischen
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Breite um den Faktor 1/cos(¢) zunimmt und im .Pol schlieBlich gegen unendlich geht. Der
Pol wird bei dieser Abbildung in der Linge des Aquators abgebildet.

4.1.2 Abbildung mit zwei lingentreuen Parallelkreisen

Bei dieser Abbildung schneidet die erdachsige Zylinderfliche die Erdkugel bei t@,,
wobei fiir Altkarten nur der nordliche lingentreue Parallelkreis (+ @, ) relevant ist:

x, = AA, -cos(@,)

4-3

y; = 49, @9
Weil sich hier wegen des Faktors cos(¢p) ein rechteckiges Netzbild ergibt, wird diese
Abbildung auch rechteckige Plattkarte genannt. Der Vorteil dieser Abbildung ist, daB die
Breitenkreise, bezogen auf den lingentreuen Parallelkreis (¢p) des darzustellenden
Gebietes, wesentlich genauer wiedergegeben werden und somit die Streckenmessungen in
beliebigen Richtungen und Lingen bei dieser Abbildungsart geringere Verzerrungen
aufweisen, als bei der quadratischen Plattkarte.

Die Abbildungsformeln fiir die rechteckigen Plattkarte (4-3) konnen auch als allgemeine
Abbildungsgleichung fiir die Plattkarte aufgefait werden, da sie fiir g = 0° (Aquator) in
die quadratische Plattkarte iibergeht.

4.1.3 Die Plattkarte als affine Abbildung

Bei Altkartenuntersuchungen konnen in den meisten Fillen die Originalformeln der Platt-
karte in der normalen Form (4-2) und (4-3) nicht direkt verwendet werden, da infolge der
damaligen unzureichenden MeB- und Kartiermethoden, sowie der im Laufe der Zeit ein-
getretenen Verformungen der Zeichnungstriger und Originale bis hin zur untersuchenden
Vorlage (z.B. Druck), generell unterschiedliche MaBstabsfaktoren in x- und y-Richtung zu
erwarten sind. '

Um eine adiquate Altkartenabbildung zu finden, ist es daher sinnvoll, bei Plattkarten die
Abbildungsvorschrift in affiner Form zu definieren, also mit zwei MaBstabsfaktoren in x-
und y-Richtung, die mit Hilfe einer ausgleichende Affintransformation(siehe Kap. 2.2.2)
ermittelt werden:

y

m -k
% = A% 0, i (4-42)
— wobet: y -4a
y; = 4¢; -, m R
my

Zwischen den beiden MaBstabsfaktoren besteht wegen (4-3) folgende Relation zum
langentreuen Parallelkreis @ :

W, = cos@, -, (4-4b)

Diese affine Plattkarte entspricht damit der rechteckigen Plattkarte mit dem ldngentreu
abgebildeten Parallelkreis ¢,. Die Berechnung des Mafistabes (MaBstabszahl) in x-Rich-
tung auf einem beliebigen Parallelkreis (¢;) kann wie folgt ermittelt werden:

_ . cos(p) )
@)=, cos(@,) @
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4.1.4 Verifizierung der Plattkarte als adéiquate Kartenabbildung

Die Vermutung, daB eine Plattkarte in quadratischer oder rechteckiger Abbildung vorliegt,
laBt sich bei Altkarten nicht so ohne weiteres auf den ersten Blick erkennen und
begriinden. In erster Linie ist natiirlich die dufere Gestalt der Altkarte maBgebend, die im
Rahmen dieser Uberpriifung zunichst die Form eines Rechtecks haben muB, also
insbesondere durch die Darstellung eines einigermaBen rechtwinkligen Kartenrahmens
gegeben ist. Zur Verifizierung der Plattkarte als addquate Kartenabbildung, wird hier
neben einem einfachen Verfahren mit Hilfe der Graduierung, ein wesentlich genaueres
Verfahren mit MaBstabsfaktoren vorgestellt, die iiber ein Ausgleichungsverfahren mit Hilfe
homologer Punkte der Altkarte und einer modernen Karte bestimmt wurden.

(a) Verifizierung der Plattkarte mit Hilfe der Graduierung

Dieses Methode kann nur durchgefiihrt werden, wenn sowohl geographische Lingen- als
auch Breitenangaben (Graduierung) im Kartenrahmen der Altkarte explizit vorliegen. Sie
stellt ein einfaches und schnelles Verfahren dar, das ohne aufwendige Berechnungen aus-
kommt. Zur Entscheidung, ob die Plattkarte in quadratischer oder rechteckiger Form vor-
liegt, miBt man im Kartenrahmen der Altkarte die Strecken eines gleichen Gradbogen-
abschnittes (z.B. 1°) in Meridian- und Breitenkreisrichtung aus. Der sich daraus ergebene
Quotient ()
Kartenstrecke eines Breitengradabschnittes (AA = 1°)

= 4-
! Kartenstrecke eines Meridiangradabschnittes (A = 1°) (4-6)

stellt den Testwert zur Entscheidung auf quadratischer oder rechteckiger Plattkarte dar:

1 = Quadratische Plattkarte (¢, = 0° = Aquator) 47
cos@p, = Rechteckige Plattkarte (¢, = mittl. geogr. Breite des Gebiets) @7

Die Entscheidung aufgrund dieser TestgroBe ist allerdings mit grofer Vorsicht zu behan-
deln, da bei verschiedenen Untersuchungen festgestellt wurde, daB der Kartenrahmen
moglicherweise erst nachtriglich konstruiert wurde (wie z.B. die Tirolkarte von BURGK-
LECHNER oder die "Carta marina" von OLAUS MAGNUS), also keinen direkten Bezug auf die
Kartiermethode der Ortspositionen im Kartenfeld hat [FINSTERWALDER, 1988; BRUNNER,
1991].

(b) Interpretation des Testwertes

Weicht der Testwert (¢) zu stark von 1 ab, liegt keine eindeutige quadratische Plattkarte
vor. Insbesondere sollte fiir die rechteckige Plattkarte gelten, daB sich fiir die geogra-
phische Breite ¢, = arcos(t) ein Wert ergibt, der innerhalb der nérdlichen (¢ ~) und der

stidlichen (¢, ) Blattbegrenzung liegt (am besten genau in der Mitte):
Qs <@, =arccos(t) <@, (4-8)

Ist das nicht der Fall, liegt hier offensichtlich keine rechteckige Plattkarte vor. In Grenz-
fallen, wenn beispielsweise ¢, etwas auBerhalb der nordlichen oder siidlichen Blattbe-
grenzung liegt, muB abgewogen werden, ob die urspriingliche Intention des Karten-
machers die Konstruktion einer rechteckigen Plattkarte war (ohne geometrischen Bezug
auf den iiblicherweise langentreuen Parallelkreis in der Blattmitte) oder ob er schlichtweg
aus Unkenntnis eine ungefihr der rechteckigen Plattkarte entsprechende Graduierung
vornahm.
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(¢) Verifizierung der Plattkarte mit Hilfe ausgeglichener MaBstabsfaktoren

Diese Methode geht auf die Abbildungsgleichungen fiir die affine Plattkarte nach (4-4)
zuriick, wobei die MafBstabsfaktoren iiber Ausgleichungsverfahren mit Hilfe homologer
Punkte in der Altkarte und der modernen Karte bestimmt werden.

Der Testwert zur Verifizierung der Plattkarte ist hier im Gegensatz zu (4-6), der Quotient

aus den beiden ausgeglichenen MaBstabsfaktoren bzw. MaBstabszahlen:

' m

t=2x =7 =cos(g,) (4-9)
m, m,

Die Entscheidung fiir quadratische oder rechteckige Plattkarte kann dann gemiB (4-7) in

Verbindung mit (4-8) getroffen werden. Da der Testwert hier aber nicht nach (4-6) ab-

geleitet ist, sondern aus den Ergebnissen einer Ausgleichung zwischen den homologen

Punktfeldern der Altkarte und einer moderner Karte stammt, ist dieser Testwert als be-

deutend genauer einzuschitzen und die daraus abgeleitete Interpretation beziiglich der

Plattkartenart (quadratisch oder rechteckig) wesentlich realistischer.

4.2 Die Trapezabbildung als adiquate Kartenabbildung

Neben der Plattkarte werden in alten Karten meist fiir relativ groBe Gebiete trapezformige
Kartenabbildungen (Trapezkarten) verwendet. Hier wird der bereits im Altertum bekann-
ten Meridiankonvergenz Rechnung getragen, die ein wesentlich realistischeres und ge-
naueres Abbild der kugelformigen Erdoberfliche darstellt. Gegeniiber der Plattkarte stellt
sie- somit einen enormen Fortschritt dar. Diese Abbildungsart findet sich schon bei den
Ptolemdiius-Handschriften des friihen 15. Jahrhunderts, ist aber von Nikolaus Germanus
konsequent erst ab 1460 angewendet worden, der sie erstmals in seinen Abschriften der
"Geographie" des Ptolemius verwendete (1. Ptolemius-Rezension) [BONACKER, 1932].
Der erste Codex (Handschrift) dieser 1. Rezension, der sog. Codex Neapolitana latinus
V.F.32, von PAGANINI [1990] faksimiliert, zeigt dies eindrucksvoll.

Trapezkarten findet man in den folgenden, vornehmlich in den ab 1477 gedruckten PTOLE-
MAUS-Ausgaben, wie z.B. von Martin WALDSEEMULLER (StraBburg, 1513). In wie weit
Ptolemdus (ca. 100 n. Chr.) allerdings selbst Anteil an der Entwicklung dieser Trapez-
abbildung hatte, ist unbekannt, da die Originalvorlagen seiner "Geographie" nicht erhalten
sind. Des weiteren wird die Trapezkarte in einigen Regionalkarten verwendet, wie z.B. in
der Bayernkarte von JOHANNES AVENTINUS aus dem J ahre 1523 (siehe Abb. 4.1).

Die gleichen Vorbehalte, wie sie schon bei der Plattkarte dargelegt wurden, gelten auch
bei der Trapezabbildung. Die duBere Form, in diesem Fall speziell durch das trapezfor-
mige Kartenfeld gegeben, sollte - obwohl es den Anschein einer "genauen" Abbildung er-
weckt - nicht dariiber hinweg tiuschen, daB der Karteninhalt moglicherweise teilweise
oder groBtenteils unabhingig von der Graduierung im Kartenrahmen, also nach anderen
Kartiermethoden eingetragen wurde. Des weiteren ist nicht auszuschlieBen, daB die &uBere
Trapezform der Altkarte nachtriglich angehéngt worden ist, nur um den Konvergenzeffekt
der Meridiane in Nordrichtung anzudeuten, aber ohne jeglichen mathematischen und
geometrischen Bezug zum Karteninhalt. '

Fiir die Trapez-Abbildungsgleichungen lassen sich fiir Altkartenuntersuchungen drei ver-
schiedene Versionen anfithren:

1. Die normale Trapezabbildung
2. Die Niherungslosung zur normalen Trapezabbildung
3. Die freie Trapezabbildung
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Die ersten beiden Abbildungsversionen konnen in der fiir Kartenabbildungen iiblichen
Form fiir die Einheitskugel angeben werden, wobei die Variablen (4,9) und Abbildungs-
konstanten ausschlieflich geographische Koordinaten sind.

Bei der freien Trapezabbildung lassen sich dagegen die spezifischen Abbildungspa-
rameter nicht mehr nach rein geographischen Koordinaten definieren, sondern nur noch in
Kombination mit den kartesischen Koordinaten der Blattecken des Altkartenrahmens,
welche die tatsichliche Trapezform der vorliegenden Altkarte beriicksichtigen.

. Dy (g)e o
s
.l

. VVWL".l -

. iy

Abb. 4.1: Die Bayernkarte von JOHANNES AVENTINUS aus dem Jahre 1523, 40% verkleinert

4.2.1 Die normale Trapezabbildung

Die folgenden Formeln fiir die normale Trapezabbildung sind in keinem Lehrbuch der
Kartennetzlehre zu finden. Wahrscheinlich deshalb, weil diese archaische Abbildung
einerseits eine Sonderform darstellt, die in keine der iiblichen Kategorien der Karten-
netzlehre beziiglich Abbildungsfliche (Azimutalebene, Zylinder, Kegel), Abbildungs-
eigenschaften (winkeltreu, flichentreu, mittabstandstreu) oder sonst irgendwie (Misch-
formen, Umbezifferungsmethode etc.) paBt. Andererseits wird man aus moderner Sicht
auch keine Karte mit einem derartigen abstrakten und unwirklich erscheinendem Netzbild
entwerfen wollen. Die hier vorgestellten Abbildungsgleichungen zur Trapezabbildung

sollen daher einen erginzenden Beitrag zur mathematischen Beschreibung historischer
Netzentwiirfe darstellen.
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Die normale Trapezabbildung ist durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet:

symmetrische Darstellung um den Mittélmeridian o)
lingentreue Abbildung des Mittelmeridians
geradlinige konvergierende Meridiane

geradlinige und parallele Abbildung der Breitenkreise
lingentreue Abbildung der nérdlichen und siidlichen Blattbegrenzungs-Breitenkreise

nur der Mittelmeridian schneidet orthogonal die Breitenkreise

Bei Gebietsdarstellungen um den Aquator, miifite die Trapezabbildung in einen nordlichen
und einen siidlichen Teil aufgesplittet werden. Da dies im Sinne der Aufgabenstellung fiir
Regionalkarten des mitteleuropdischen Bereichs irrelevant ist, wird auf die Behandlung
dieser speziellen Problematik im folgenden nicht weiter eingegangen.

Fiir die Ableitung der Trapezabbildung gibt es verschiedene Moglichkeiten, die alle zum
gleiche Endergebnis fiihren. Eine sehr elegante Losung 148t sich mit Hilfe einer bilinearen
Transformation (siche Kap. 2.2.4) finden, die wegen der Symmetrie-Eigenschaft der Tra-
pezabbildung auf folgende einfache Abbildungsgleichungen fiihren:

x, =a;-4A; + a,-AA;-AQ,
(4-10a)
y; = A,
Die y-Koordinaten berechnen sich hier genau wie bei der Plattkartenabbildung nach (4-2)
bzw. (4-3), wobei allerdings nur der Mittelmeridian lingentreu abgebildet wird, wihrend

fiir die x-Koordinaten zwei Parameter (a; und a) bestimmt werden miissen, die - wie
nachfolgend noch gezeigt wird - von den geographischen Breiten der nordlichen und der

siidlichen Blattbegrenzung abhéngen.
Der Losungsansatz fiir die x-Koordinaten fiihrt auf folgendes lineare Gleichungssystem fiir
zwei beliebig auswihlbare, aber unabhiingige Punkte (P, P;):

x, =a,AA, + a,AA;-Ag, (4-10b)
x, =a,-AA, + a,-Ad,-Ag,

y

e— X, = A—z-}' €OS Pyppd —-' P,
v \
) 1
) )

.......................

___________________

_____________________

Pz : : : .
B S oo P ) R ' [e—X;= A2_x cos (PSl'id _—_—)l
Awest Ao Al-osr
AN |

I«

Abb. 4.2: Darsteilﬁﬁg der Bérechnungsparameter zur Trapezabbildung
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Fir diese beiden Punkte wihlt man am zweckmiBigsten die nordostliche und siiddstliche
Blattecke des Kartenfeldes aus (siche Abb. 4.2). Danach ergeben sich fiir die Ableitung
der unbekannten Parameter folgende mathematische Bezichungen:

A=A, -A
Ost West ( 4-1 OC)
AP =0y — Py
X, = —2-cos((psa.d)
AL (4-10d)
X, = _2'—005(‘PNard)
AA
M, =M, ==
A
4¢, = ——22 (4-10e)
Ag
AP =+

Nach Einsetzen dieser Ausdriicke in (4-10b) und Auflésung nach den unbekannten Para-
metern erhélt man:

_ COS(@ y,,4) +COS(Qg,,)
a, = )
_ COS( y,ra ) — COS(P )
il

(4-10)

2

Ausfiihrlich ist die normale Trapezabbildung daher durch folgende Gleichungen fiir die
Einheitskugel gegeben:

x = COS(( yorg ) + COS(@ 5 AL+ COS(Q yora ) — COS(QPg0) A%, - Ag,
. 4o @-11)
y; = Ay,

4.2.2 Die Ndherungslésung zur normalen Trapezabbildung

Bei herkémmlichen MaBstabsbestimmungen von Altkarten war man fiir genaue Aussagen
auf moderne Karten mit dhnlicher Kartenabbildung angewiesen. So verwendete z.B. FIN-
STERWALDER [1967] die Ubersichtskarte von Bayern 1 : 500 000 als Behelf fiir die Tra-
pezabbildung der Bayernkarte des JOHANNES AVENTINUS (Abb. 4.1), um daraus den MaB-
stab und die Genauigkeit abzuleiten [FINSTERWALDER, 1988].

Da die deutschen amtlichen Kartenwerke ab dem MaBstab 1 : 25 000 nach geographischen
Netzlinien geschnitten sind, ergeben sich trapezformige Blattschnitte (preufische Poly-
eder-Projektion), die mit kleiner werdenden MaBstab immer deutlicher in Erscheinung
treten. Ab dem MaBstab 1 : 200 000 liegt die Kriimmung der Breitenkreise aber nicht mehr
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in der Zeichengenauigkeit, so daB sie zwangslidufig gebogen dargestellt werden miissen.
Eine echte Trapezabbildung nach (4-11) ist daher ab diesem MaBstab nicht mehr gegeben.
Aufgrund der zu erwartenden groBen Fehler bei Altkarten sind diese Abweichungen
wegen der Parallelkreis-Kriimmung aber auch bei kleineren MaBstiben, wie hier bei der
Bayernkarte des JOHANNES AVENTINUS, immer noch vernachldssigbar.

Bei digitalen Methoden zur MaBstabsbestimmung und Genauigkeit von Altkarten ist man
heute auf diese analogen Niherungsverfahren zur Bestimmung von Sollkoordinaten aus
modernen Karten mit ungefiihr dhnlicher Altkartenabbildung nicht mehr angewiesen, da
man in den meisten Fillen adiquate Abbildungsgleichungen fiir die zu untersuchende Alt-
karte finden kann. Fiir schnell durchzufiihrende Handrechnungen (mit Hilfe eines
Taschenrechners) zur groben MaBstabsfindung oder Verifizierung der Altkartenabbildung,
ist es allerdings sehr hilfreich, einfache Abbildungsgleichungen zu verwenden, die auf der
Grundlage einer guten Niherungslosung, ein akzeptables und elmgermaBen genaues Er-
gebnis versprechen.

In diesem Sinne kann eine sehr gute Niherung zur Trapezabbildung mit Hilfe der Mer-
cator-Sanson-Abbildung erzielt werden (Abb. 4.3). Sie zihlt zu den unechten zylin-
drischen Netzentwiirfen und wird normalerweise fiir eine Gesamtdarstellung der Erde
(Erdkarte) verwendet. Sie hat folgende Eigenschaften:

lingentreue Abbildung des Mittelmeridians

geradlinige lingentreue Parallelkreise

gekriimmte Meridiane

flichentreue Abbildung

nur der Mittelmeridian schneidet orthogonal die Parallelkreise

Die Abbildungsgleichungen lauten:

x; = A, -cos(@;)
= Ay,

S

120 0 80

4-12)

Abb. 4.3: Die Mercator-Sanson-Abbildung in der Darstellung fiir Erdkarten

Die Kriimmung der Meridiane wird nur bei sehr kleinen MaBstédben mit groBer Gebiets-
ausdehnung in West-Ost-Richtung sichtbar oder wenn sich das darzustellende Gebiet in
Aquatornihe befindet. Bei Regionalkarten im europdischen Bereich, die bei einer
mittleren Breite von ca. 45° eine Ausdehnung von AA x A@ = 4° x 3° haben, bleibt die
Krimmung selbst bei einem MaBstab von 1:100000 noch weit unterhalb der
Zeichengenauigkeit von 0.1 - 0.2 mm, so daB sie vernachléssigt werden kann.
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4.2.3 Die freie Trapezabbildung

Diese Abbildungsvariante beriicksichtigt weitestgehend die tatsichlich vorgegebene Tra-
pezform der Altkarte in Kombination mit der Graduierung nach dem Kartenrahmen und
kann dann angewendet werden, wenn nachweislich keine normale Trapezabbildung vor-
liegt (siche dazu das nachfolgende Kapitel 4.2.4). Voraussetzung ist allerdings, daB die
Trapezform der Altkarte einigermafen symmetrisch und der nordliche und siidliche
Begrenzungsbreitenkreis anndhernd parallel liegen, was in den meisten Fillen gegeben
ist.

Die Abbildungsgleichungen zur freien Trapezabbildung ergeben sich analog aus der Ab-
leitung der normalen Trapezabbildung. Diese haben die gleiche Grundform nach Formel
(4-10a), unterscheiden sich aber in der Definition der Abbildungsparameter a; und a,.
Zur Ableitung dieser Parameter werden in den Gleichungen nach (4-10d) anstatt der
theoretischen Ausdriicke der rechten Seite, die tatsichlichen Werte fiir X; und x; einge-
setzt, die man z.B. durch analoge Messungen direkt aus der Altkarte ermittelt. Die Ko-
ordinaten x; und x, stellen daher bei einer einigermaBen symmetrischen Trapezform der
Altkarte die halben Strecken der linear dargestellten siidlichen und nordlichen Begren-
zungs-Parallelkreise des Abbildungsgebietes dar.

Danach ergeben sich fiir die freie Trapezabbildung folgende Abbildungsparameter,

Lo htx

L= 12
ar (4-13a)

a, = — -fgx_z

2 AX-AQ

die nach Einsetzen in (4-10a) die Abbildungsgleichung fiir die direkten Auftragskoordi-
naten in X-Richtung ergeben. Um die freie Trapezabbildung in der fiir Kartennetzabbil-
dungen iiblichen Form fiir die Einheitskugel zu definieren, miissen die Abbildungspara-
meter allerdings noch durch den MaBstabsfaktor (1) dividiert werden, der sich z.B. aus
einem Ausgleichungsansatz fiir die Y-Koordinaten berechnen 148t (siehe Kap. 2.1.2). Fiir
die freie Trapezabbildung ergeben sich somit folgende Abbildungsgleichungen fiir die
Einheitskugel:

T Y TR .. St ST BN
= am Mcapm 0
%, = Ao, | (4-13b)
mit m=m

y

4.2.4 Verifizierung der Trapezabbildung als adiquate Kartenabbildung

Die Verifizierung der Trapezabbildung wird man sinnvoller Weise nur auf solche Altkar-
ten anwenden, die einerseits duBerlich (Darstellung des Kartenrahmens) die typische Tra-
pezform aufweisen und andererseits nordorientiert sind, d.h. der nordlichste Parallelkreis
wird deutlich kiirzer als der siidlichste Parallelkreis dargestellt. Neben der Verifizierung
der Trapezabbildung mit Hilfe der Graduierung werden im folgenden auch die Moglich-
keiten zur Verifizierung mit Hilfe des Karteninhaltes iiber das homologe Punktfeld
zwischen Altkarte und moderne Karte beschrieben.
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(a) Verifizierung der Trapezabbildung mit Hilfe der Graduierung

Dazu ermittelt man zunichst die Kartenstrecken der gradlinig dargestellten nérdlichen und
siidlichen Blattbegrenzungs-Parallelkreise - wobei nordlich wie auch siidlich ein gleich
groBer Langengradabschnitt (AAwora = AAsuq) erfaBt werden muB - und berechnet folgenden
(empirischen) Quotienten:

_ Kartenstrecke des nordlichsten Parallelkreises (@ ;)
e = "Kartenstrecke des sudlichsten Parallelkreises (Psis)

Ersetzt man in diesem Ausdruck unter Beriicksichtigung der in Abb. 4.2 dargestellten Pa-
rameter die empirisch ermittelten Kartenstrecken durch die Abbildungskoordinaten fiir die
x-Richtung nach Formel (4-11) mit

AANora = Alsia
AQnora = AQ/2
AQsia =-A@/2
oder noch einfacher nach (4-12), wird folgender (theoretischer) Quotient erhalten:

_ 5@ )
" o5 (0s)

Als Testwert fiir die Konvergenzbedingung der Trapezabbildung wird daher folgender
Ausdruck definiert:

o= E (4-14)

qr

Bei einer strengen Trapezabbildung nach (4-11) oder der Niherungslésung nach (4-12)
miiiten beide Quotienten (qg, qr) gleich groB sein, so daB sich ein Testwert von 7x = 1
ergibt. Bei Altkartenuntersuchungen kann i.d.R. aber nur tx = 1 erwartet werden. Weicht
dieser Testwert zu stark von 1 ab, liegt offensichtliche eine freie Trapezabbildung vor.
Man kann in diesem Fall annehmen, daB der Kartenmacher willkiirlich, also ohne Beriick-
sichtigung des exakten Verjiingungsfaktors cos(¢) fiir die Parallelkreisabbildung seine
Karte konstruierte. '

Eine weitere notwendige Voraussetzung zur Anwendung der normalen Trapez-Abbil-
dungsgleichungen ist die symmetrische Darstellung des trapezformigen Kartenrahmens,
die am einfachsten mit Hilfe der beiden Diagonalstrecken (d; und d;) des Kartenblattes
verifiziert werden kann. Als Testwert fiir die Symmetrie der Trapezabbildung wird hier der
Quotient aus den beiden Diagonalstrecken definiert:

dl

n (4-15)

Iy =

Bei einer symmetrischen Trapezabbildung miiiten beide Diagonalstrecken gleich lang
sein, so daf sich ein Testwert von ts = 1 ergibt. Weicht der Testwert zu stark von diesem
Erwartungswert ab, liegt keine symmetrische Trapezabbildung vor.

Zusammenfassend kann zur Verifizierung der Trapezabbildung mit Hilfe der Graduierung
folgendes festgehalten werden:

Die Anwendung der normalen Trapezabbildung nach (4-11) auf die zur untersuchende
Altkarte ist nur sinnvoll, wenn die .Testwerte zur Konvergenz- als auch zur
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Symmetriebedingung nach (4-14) und (4-15) keine groBeren Abweichungen vom Er-
wartungswert ¢ =1 aufweisen. Andernfalls liegt bei der Altkarte eine freie Trapez-
abbildung nach (4-13b) vor, so daB die Anwendung einer normalen Trapezabbildung
fragwiirdig erscheint, da sie zwangslaufig zu groSe Modellfehler liefern wiirde.

(b) Verifizierung der Trapezabbildung mit homologen Punkten des Karteninhalts

Diese Methode geht der Frage nach, ob eine Altkarte, die augenscheinlich in Trapezab-
bildung vorliegt, allein aus dem Karteninhalt (homologe PaBpunkte zwischen Altkarte und
moderner Karte) auch als Trapezabbildung nachgewiesen werden kann.

Der Verfahrensweg kann folgendermaBen skizziert werden:

1. Berechnung eines ausgeglichenen MaBstabsfaktors (i) mit Hilfe einer Ausgleichung
nach direkten Beobachtungen (sieche Kap. 2.1.2) fiir die y-Koordinaten:

i = A(Pi ‘m

2. Bestimmung der Abbildungsparameter a, und a, fiir die Einheitskugel mit Hilfe einer
Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen (siehe Kap. 2.1.1) iiber folgenden
modifizierten Modellansatz nach (4-10a):

Ziza, A + a,-Ad,-Ag, (4-16)
m

3. Decken sich die daraus ermittelten Parameter einigermaBen mit denen, die mit Hilfe der
Formel (4-10f) berechnet werden konnen, wobei hier die empirisch ermittelten Werte
fir den nordlichen und siidlichen Begrenzungs-Parallelkreis eingesetzt werden, liegt
vermutlich eine normale Trapezabbildung vor.

4. Weichen die gefunden Parameter zu stark von einander ab, liegt definitiv keine normale
Trapezabbildung vor. Insbesondere sollten sich fiir die Parameter von a; und a, nach
Formel (4-16) folgende Plausibilititswerte ergeben: a, >0,a, <0

Um die Effizienz des Verfahrens nachzupriifen, wurden zufallsgenerierte PaBpunkte
(geographische Sollkoordinaten) berechnet. Mit Hilfe der normalen Trapezabbildung wur-
den anschlieBend daraus simulierte Altkarten-Koordinaten berechnet, wobei auf jeden
Punkt noch ein zufallsgenerierter Koordinatenzuschlag in der maximalen GroéBenordnung
eines mittleren Punktfehler addiert wurde. Auf diese Weise wurden fiir mehrere verschie-
den groBe Gebietsausschnitte Altkarten-Koordinaten erhalten, die jeweils mit unterschied-
lichen mittleren Koordinatenfehlern (groB, mittel, klein) behaftet waren. Daraus und aus
empirischen Untersuchungen mit realen Trapezabbildungen konnte folgendes festgestellt
werden:

¢ Bei stark ausgeprigter Trapezform wirkt sich i.d.R. der EinfluB der Trapezabbil-
dung stdrker aus, als die Datenqualitit der Altkarte. Hier konnen bei einer guten
Datenqualitdt (mittlerer Punktfehler) akzeptable Verifizierungsergebnisse erwartet
werden.

* Bei schwach ausgeprdigter Trapezform (bei Altkarten die Regel; siche Abb. 5.1:
Die Bayernkarte von JOHANNES AVENTINUS aus dem Jahre 1523) wirkt sich die
Datenqualitidt der Altkarte stidrker aus, als der EinfluB der Trapezabbildung. Bei
mittlerer bis schlechter Datenqualitit tritt dadurch hiufig der Effekt auf, daB sich
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aufgrund der ausgeglichenen Abbildungsparametern eine umgekehrte Trapezform
(nordlicher Parallelkreis groBer als der siidliche) ergibt, was in diesem Fall auch
am Parameter a, zu erkennen ist, der groBer Null wird. Die Verifizierung der
Trapezabbildung ist in diesem Fall sehr fragwiirdig.

e Wenn der mittlere Punktfehler der Altkarte groBer als die halbe Differenz zwischen
der Strecke des siidlichen und nordlichen Begrenzungs-Parallelkreises ist, 148t sich
mit Hilfe einer Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen keine gesicherte
Trapezabbildung verifizieren, auch wenn augenscheinlich eine solche vorliegt.

Daraus folgt zusammenfassend, daB sich Verifizierungsuntersuchungen fiir Trapezabbil-
dungen mit Hilfe homologer Punkte des Kartenfeldes als duBerst problematisch erweisen.
Sie scheinen nur bei solchen Altkarten sinnvoll, die eine stark ausgeprdgte Trapezform
haben oder deren mittlere Punktfehler relativ klein ist. In allen anderen Fillen kann de-
finitiv keine Trapezabbildung nachgewiesen werden. Eine nihere Untersuchung der fiir die
Ausgleichung herangezogenen Punkte erscheint daher sinnvoll.
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Kapitel 5

Methoden zur Mafstabs-
und Genauigkeitsbestimmung

Fiir den Begriff Karte gibt es eine Vielzahl von Definitionen [siche HAKE, 1994], wobei der
numerische und geometrische Aspekt sich dabei auf den Mafstab und den Kartennetzentwurf
(im folgenden auch Kartenabbildung genannt) bezieht. Der Mafstab (M) driickt das Verklei-
nerungsverhiltnis der Karte gegeniiber der Natur aus und wird in der heute tiblichen Form

M=1:m 6-1)

angegeben, wobei m als Mapstabszahl bezeichnet wird. Umgangssprachlich wird die MaB--
stabszahl aber hiufig auch als Kurzbezeichnung fiir die exakte MaBstabsangabe nach (5-1)
benutzt.

Die Kartenabbildung beschreibt in Form einer analytischen Abbildungsvorschrift (Funktion)
die Ubertragung der darzustellenden Objekte der Erdoberfliche in eine Kartenebene und wird
in symbolischer Form durch

x=f(A9)

(5-2
y=g(A9) )
ausgedriickt (siche auch Kap. 4), wobei x, y die kartesischen Auftragskoordinaten und A @
die zu iibertragenden geographischen Koordinaten von beliebigen Oberflichenpunkten sind.

Eine moderne MaBstabsangabe in der Form nach (5-1) ist in den hier zu untersuchenden Alt-
karten des 15. - 18. Jahrhunderts nicht zu finden. Sie taucht erst Anfang des 19. Jahrhunderts
auf, wie z.B. in der Karte des ésterreichischen Kaisertums 1 : 864 000 von AUGUST FALLOW
[NEUNTEUFL, 1984]. Der im Vergleich zu modernen Karten unrunde MaBstab ist typisch fiir
Altkarten und erklért sich aus dem Unterschied der MaBeinheiten der damaligen Zeit zu mo-
dernen MaBeinheiten. Altkarten haben daher generell keine runden MaBstibe. Statt eines
Verkleinerungsverhiltnisses nach Formel (5-1) findet man in den Altkarten hiufig eine gra-
phische Mapstabsangabe (MaBstabsleiste), die gelegentlich mit einem erlduternden Zusatz
iiber die dargestellte LangenmaSBeinheit versehen ist und sich in der Regel auf die damals iib-
liche Meile (z.B. gemeine deutsche Meile) bezieht.

Um den MaBstab einer Altkarte in der modernen Form nach (5-1) zu finden, gibt es verschie-
dene Methoden, die im Prinzip alle auf einen Vergleich zwischen der zu untersuchenden Alt-
karte mit einer als fehlerfrei unterstellten modernen Karte beruhen. Aufgrund der verschiede-
nen Verfahren ergeben sich allerdings unterschiedliche Ergebnisse, deren Qualitit je nach
Methode abzuwigen ist, um schliefflich zu einer Endbeurteilung zu kommen. AuBerdem hén-
gen MaBstab und Genauigkeit der Altkarte unmittelbar zusammen, denn zur Bestimmung der
Genauigkeit einer Altkarte ist die Berechnung eines mittleren MaBstabs von fundamentaler
Bedeutung, da er in der Statistik ein notwendiger Parameter zur Schétzung der Streuung
(Standardabweichung) des mittleren Maf3stabs ist.
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3.1 Vergleichsstrecken-Verfahren

Bei diesem Verfahren wird die Berechnung des MaBstabes iiber einen Vergleich zwischen
Naturstrecken und entsprechenden Kartenstrecken in der Altkarte realisiert, wobei man zwi-
schen zwei grundlegenden Methoden unterscheiden kann:

® Direkte MaBstabsbestimmung aus der Altkarte
® Indirekte MaBstabsbestimmung durch Vergleich mit modernen Karten

Beide Methoden werden im folgenden vorgestellt, wobei vorab auf die rechnerischen Grund-
formeln des Verfahrens eingegangen wird.

Grundformeln zum Vergleichsstrecken-Verfahren

Wie allgemein bekannt, ist der MaBstab einer Karte innerhalb eines Kartenfeldes streng ge-
nommen nicht konstant, da die Bezugsfliche des Erdkorpers (z.B. Ellipsoid oder Kugel) nicht
verzerrungsfrei, insbesondere nicht ldngentreu abgebildet werden kann (mathematischer Be-
weis von EULER, 1777). Bei kleinmaBstibigen Karten (z.B. Erdkarten) treten groBe Léngen-
verzerrungen auf, so da MaBstabsangaben sich nur auf bestimmte Richtungen (z.B. entlang
eines lingentreuen Parallelkreises oder des Mittelmeridans) beziehen. Sind bei diesen Karten
keine besonderen Angaben gemacht, bezieht sich der MaBstab in der Regel auf den Aquator,
so daB8 man den MaBstab auch als Verkleinerungsverhiltnis des Erdradius (KugelmaBstab)
auffassen kann.

Bei groBmaBstidbigen Karten sind die Verzerrungen aber vernachlissigbar klein, so daB die
Bezugsflache des Erdausschnittes als Ebene angesehen werden kann. Nur in diesem Fall
driickt der MaBstab ein lineares Verkleinerungsverhiltnis (LingenmaBstab) aus, der sich
dann direkt aus einem Streckenvergleich zwischen Karte und Natur ableiten 148t:

§i=l:m mit m=—SA'— (5-3)
Sy Sk

M=
wobei Sy die Naturstrecke und S, die entsprechende Kartenstrecke ist. Die Naturstrecke 148t
sich daher bei groBmaBstibigen Karten im Rahmen der Zeichengenauigkeit verzerrungsfrei
aus der Kartenstrecke und dem MaBstab berechnen:

Sy=8,-m (5-4)

Bei Altkartenuntersuchungen hat man gewohnlich mit MaBstiben im mittleren bis klein-
maBstibigen Bereich (ca. 1:200000 - 1:800000 und Kkleiner) zu rechnen, so daB die
Verzerrungen nicht mehr vernachlissigbar klein bleiben und daher kein konstanter MaBstab
iiber das gesamte Kartenfeld moglich ist. Die Formeln (5-3) und (5-4) gelten daher zundchst
nur fiir groBmabBstibige Karten und wenn der MaBstab aus einer Karte - hier also direkt aus
der Altkarte - abgeleitet werden soll.

Insbesondere ist folgender Fall fiir die praktische Berechnung nach dem Vergleichsstrecken-
Verfahren von besonderer Bedeutung:

Liegen zwei Karten mit gleicher Abbildung aber verschiedenen MaBstiben vor, haben
Strecken zwischen homologen Punkten in beiden Karten die gleiche Lingenverzerrung
(bezogen auf die Einheitskugel). Die Strecken unterscheiden sich dann nur durch das
MaBstabsverhiltnis beider Karten und verhalten sich somit proportional zu den
MaBstdben oder umgekehrt proportional zur jeweiligen MaBstabszahl. Das 14Bt sich auch
leicht aus der Tatsache ableiten, daB die Naturstrecken (Sy,»Sy,) als Produkt von
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(lingenverzerrten) Strecken (s,, s,) und MaBstabszahlen (m,,m,) der jeweiligen Karten
bei gleichen Abbildungen identisch sein miissen. Danach lassen sich folgende

Beziehungen ableiten:
Sy =S, =S, =8 -m=s, m=—t="2 (5-5)
1 2 m2 Sl

Liegen also zwei Karten vor, wobei nur der Mafistab einer der Karten bekannt ist, 148t sich
der unbekannte MaBstab der anderen Karte iiber die Streckenlingen zwischen zwei
homologer Punkte beider Karten und dem bekannten MaBstab ableiten:

= Sy -1, = SNz

(5-6)

m, S
) K

Diese Formel ist im Prinzip mit (5-3) identisch. Der Unterschied besteht im wesentlichen
darin, daB die Naturstrecke aus einer anderen Karte berechnet wird als die Kartenstrecke und
der Forderung bzw. Hauptbedingung nach gleicher Kartenabbildung in den zwei zu
vergleichenden Karten. Die Formel (5-6) gilt daher fiir beliebige MaBstibe und Strecken,
solange beide zu vergleichende Karten in gleicher Kartenabbildung vorliegen.

5.1.1 Direkte MaBstabsbestimmung

Bei dieser Methode kann unter Zuhilfenahme der Formel (5-3) eine MafBstabsberechnung un-
ter gewissen Pramissen direkt aus der zu untersuchenden Altkarte abgeleitet werden. Dazu
kann entweder die graphische Mafstabsangabe (MaBstabsleiste) herangezogen werden oder
auch das im Kartenrahmen der Altkarte angerissene Gradnetz (Graduierung).

Dieses Verfahren muB8 generell mit Vorsicht behandelt werden, da man bei Altkarten im
allgemeinen erwarten kann, daB die Graduierung nicht mit der Kartierung der Ortspositionen
im Kartenfeld der Altkarte iibereinstimmt.

Sind weder MaBstabsleiste noch Gradnetzangaben vorhanden, kann eine direkte MafBstabs-
bestimmung aus der Altkarte nicht vorgenommen werden, so dal andere Verfahren ange-
wendet werden miissen. Eine notwendige Voraussetzungen fiir diese Methode ist die Kennt-
nis von LangenmaBeinheiten alter Karten, die elementar mit der Erdgestalt verkniipft sind und
auf die vorab eingegangen werden soll.

(a) Mittlerer Erdradius und LingenmaBeinheiten

Vor Einfiihrung des Meters (ca. Ende des 19. Jahrhunderts) existierten viele uneinheitliche
LingenmaBeinheiten. Zu den wichtigsten LingenmaBen, die hier fiir die Methode der direkten
MaBstabsbestimmung benotigt werden, zihlen die Meile, die Linge eines Aquatorgrades und
die Liinge eines Meridiangrades. Diese Mafle stehen in unmittelbarem Zusammenhang mit
dem Erdmodell, das sich im Laufe der Zeitgeschichte - von der naiven Vorstellung einer
Erdscheibe abgesehen - iiber die Kugel und das Rotationsellipsoid bis zum Geoid wandelte.

Bis zur 2. Hilfte des 17. Jahrhunderts hat man die Erdfigur noch als Kugel betrachtet. Die
letzten Gradmessungen, die von der Kugelgestalt der Erde ausgingen, wurden in Frankreich
von J. PICARD 1669/70 mit Hilfe verbesserter MeBmethoden (Triangulation) und Instrumen-
ten (Fadenkreuz-Fernrohr) durchgefiihrt. Bis heute wurden weltweit verbesserte Erdellipsoide
mit optimaler Anpassung an das Geoid berechnet.
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Bei Genauigkeitsuntersuchungen fiir Altkarten ist es aber bei den meisten Aufgabenstel-
lungen wegen der generell zu erwartenden groBen Fehler und der zumeist mittleren bis klein-
mafistabigen Karten vollkommen ausreichend, eine mittlere Erdkugel anzusetzen, die zum
genaueren Ellipsoid z.B. oberfléchengleich ist. Fiir den Erdradius dieser mittleren Kugel kann
daher folgender Wert

Mittlerer Erdradius: R = 6370 km 5-7
fiir Altkartenuntersuchungen genau genug verwendet werden.

Aus dem mittlerem Erdradius lassen sich zwei weitere Grund-LingenmaBe fiir Altkarten-
untersuchungen ableiten:

Aquatorgrad = Meridiangrad = 536% =1112km (5-8)
Die in vielen Altkarten dargestellte und u.U. auch benutzte Meile fiir die Konstruktion der
Karte, hingt hiufig von der Linge des Aquatorgrades ab. So wurde z.B. die gemeine (oder
geographische) deutsche Meile bereits im 15./16. Jahrhundert als 1/15 der Bogenlinge eines
Aquatorgrades definiert [FINSTERWALDER, 1988], wihrend die grofie deutsche Meile als 1/12
der Bogenlinge eines Aquatorgrades festgelegt wurde. Danach ergeben sich fiir die

2k
gemeine deutsche Meile = lllzs_ﬂ = 7.4 km 5-9)
und fiir die
groBe deutsche Meile = —l-lié—l—(—n—l =93 km (5-10)

Diese MeilenmaBe stellen gesicherte Werte dar, die in vielen Altkarten nachgewiesen werden
konnen. Daneben gibt es noch zahlreiche andere MeilenmaBe, die aber regional und zeitlich
Schwankungen aufweisen, so daB die Meile grundsitzlich mit einem starken Unsicher-
heitsfaktor behaftet ist und beim Arbeiten mit diesem MaB Vorsicht geboten ist. Literatur zu
alten MaBeinheiten und deren Umrechnung findet man z.B. in: [ZEDLER, 1739], [von
ALBERTI, 1957] und [KAHNT und KNORR, 1986].

(b) MaBstabsbestimmung aus der graphischen MaBstabsangabe

Viele Altkarten enthalten eine graphische Mafstabsangabe (MaBstabsleiste), die sich in den
meisten Fillen auf die damals iibliche Meile beziehen. Uber Sinn und Zweck der Darstellung
dieser MaBstabsleiste kann spekuliert werden. Die hiufig vertretene Meinung in der einschli-
gigen Literatur, da8 sie fiir den Kartengebrauch zwecks Entfernungsmessung in der Karte an-
gegeben wurde, macht nur Sinn, wenn die Altkarte einen einigermaBen konstanten MaBstab
fir das gesamte Kartenfeld besitzt. Das aber ist nur annéhernd gegeben, wenn die Altkarte
z.B. als rechteckige Plattkarte (Beriicksichtigung der Meridiankonvergenz fiir die West-Ost-
Ausdehnung im mittleren Kartenfeld) mit grofem MaBstab vorliegt.

Die Tirolkarte von BURGKLECHNER aus dem Jahre 1611 (mittlere Breite: ¢, = 48°) hat z.B.
einen MaBstab von ca. 1: 167 000 und ist in quadratischer Plattkartenabbildung dargestellt
(aus Voruntersuchungen bekannt). Trotzdem besitzt sie eine graphische MaBstabsangabe
(siche Abb. 5.1), mit der aufgrund der Kartenabbildung nur Strecken in Nord-Siid-Richtung
einigermaBen genau bestimmt werden konnen. Strecken in West-Ost-Richtung werden dage-
gen bei der mittleren Breite dieser Karte viel zu gro8 dargestellt (Faktor: 1/cos @, = 1.6).
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Fiir halbwegs genaue Entfernungsmessungen kann die MaBstabsleiste daher nicht gedient
haben.
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Abb. 5.1: MaBstabsleiste der Tirolkarte von BURGKLECHNER (1611); auf 31% verkleinert

Die siidorientierte Schlesienkarte von MARTIN HELWIG aus dem Jahre 1561 [BEINEKE u.
BRUNNER, 1996] liegt dagegen als rechteckige Plattkarte vor (mittlere Breite ca. 51°). Bei
dieser Kartenabbildung war es sinnvoll, die Karte mit einer MaBstabsleiste zu versehen (siche
Abb. 5.2), mit deren Hilfe man einigermaBen genau beliebige Entfernungsmessungen durch-
fiihren kann.

Abb. 5.2: MaBstabsleiste der Schlesienkarte von HELWIG (1561); auf 49% verkleinert
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Der mittlere Mafstab dieser Karte von ca. 1:540 000 ist aber relativ klein, so daB Ent-
fernungsmessungen in West-Ost-Richtung im nordlichen oder siidlichen Bereich der Karte
spiirbar fehlerbehaftet sind. Der maximale relative Streckenfehler betrigt hier ca. + 3%, was
auf die gesamte Breite der Karte bezogen etwa + 14 km entspricht. Der Kartenmacher hat
offensichtlich diese Ungenauigkeiten gutheiBend in Kauf genommen. Es erscheint nahe-
liegend, daB die Kartenmacher in der damaligen Zeit die MaBstabsleiste eher als verzierendes
Beiwerk zur graphischen Veranschaulichung der Meile dargestellt haben und weniger als
Mittel fiir genaue Streckenbestimmungen, die nur von fachkundigen Benutzern bei Kenntnis
der Abbildungseigenschaften vorgenommen werden konnten.

Neben der Verzerrungen besteht bei der MaBstabsbestimmung aus der MaBstabsleiste das
weitere Problem in der Unkenntnis der Linge der Meile, weil vielfach nicht ersichtlich ist, um
welche Meile es sich handelt. Die MaBstabsleiste der Schlesienkarte (Abb. 5.2) enthilt z.B.
keinerlei Angaben iiber die verwendete Meile, wihrend die MaBstabsleiste der Tirolkarte
(Abb. 5.1) gleich zwei Meilen beschreibt und darstellt: die gemeine deutsche Meile zu 4000
Schritt und die grofle deutsche Meile zu 5000 Schritt.

Plausibilititspriifung der Meilenangabe

In einigen Fillen 148t sich, wenn die Altkarte im Kartenrahmen eine Graduierung aufweist
und eine mittabstandstreue Kartenabbildung (z.B. Plattkarte) vorliegt, auf einfachste Weise
(allein aus Streckenmessungen im Kartenrahmen der zu untersuchenden Altkarte) die
verwendete Meile verifizieren.

Dazu miBit man zunéchst die im Kartenrahmen wiedergegebene Bogenlinge von einem Grad
aus, wobei im Falle der rechteckigen Plattkarte nur ein Meridiangrad ausgemessen werden
darf (bei der quadratischen Plattkarte auch ein Breitengrad = ein Aquatorgrad). Diese
Strecke dividiert man durch die in der MaBstabsleiste dargestellte Kartenstrecke der Meile.
Der Quotient (n) ergibt die Anzahl der Meilen pro (Aquator-)Grad:

___Sg(°)  Kartenstrecke eines Meridiangrades
- S « (1 Meile) - Kartenstrecke einer Meile

(5-11)

GeméB der oben angegebenen Meilendefinition (5-9) und (5-10) miiBte fiir die gemeine deut-
sche Meile n=15 und fiir die grofe deutsche Meile n=12 erwartet werden. Das ist allerdings
nicht immer der Fall, wie die folgenden zwei Beispiele belegen sollen:

Beispiel 1:

Die MaBstabsleiste der Schlesienkarte (Abb. 5.2) enthilt , wie schon erwihnt, keinerlei Anga-
ben iiber die verwendete Meile. Die Ausmessung der Meile und eines Meridiangrades in der
Altkarte ergibt im Rahmen der Zeichengenauigkeit nach (5-11) den Quotienten n=15, so daB
es sich bei der Meilendarstellung dieser Karte eindeutig um die gemeine deutsche Meile
handelt. Gleichzeitig deutet dieses Ergebnis auch auf eine erstaunlich gute Kartierung der
Graduierung und Meilendarstellung hin. In wieweit der Karteninhalt (Ortspositionen der
Altkartenpunkte) mit dieser Gradujerung iibereinstimmt, muB gesondert untersucht werden.

Beispiel 2:

Die MaBstabsleiste der Tirolkarte enthilt wie aus Abb. 5.1 ersichtlich zwei Meilenangaben.
Die Auswertung ergibt aber im Rahmen der Zeichengenauigkeit sowohl in Meridian- als auch
in Breitenkreis-Richtung den Quotienten n = 13.2, wenn man die dargestellte Kartenstrecke
fir die gemeine deutsche Meile einsetzt (die Ausmessung eines Breitengrades darf hier
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angewendet werden, weil die Karte als quadratischer Plattkarte vorliegt). Entsprechend erhilt
man n = 10.5, wenn die grofe deutsche Meile eingesetzt wird. Diese Abweichungen von den
zu erwartenden Sollwerten (15 bzw. 12) sind zu groB und lassen sich auch nicht durch irgend-
welche Verformungseinfliisse auf die Karte im Laufe der Zeit erkldren, weil die Meilenskala
unmittelbar am unteren rechten Rand der Karte, also parallel zu den Lingengradangaben dar-
gestellt wurde. Eine Deformation in West-Ost-Richtung wiirde sich gleichermafien auf die
Meilenskala wie auch auf die Darstellung der Lingengradabschnitte auswirken und somit
keinen EinfluB auf die Berechnung des Quotienten nach (5-11) haben.

Obwohl die Tirolkarte eine eindeutige Beschreibung der (verwendeten) Meile angibt, pafit
diese aber offensichtlich nicht zu der Graduierung. Entweder ist die Meilenskala zu groB oder
die Graduierung zu klein dargestellt worden. Fiir eine MaBstabsberechnung mit Hilfe der
MaBstabsleiste - trotz bekannter Meile - ist diese Methode daher mit einem zu groen Un-
sicherheitsfaktor behaftet. Eine Klarung kann nur mit Hilfe genauerer und unabhéngigen Ver-
fahren (siche Kap. 5.1.2 bzw. Kap. 5.2) durchgefiihrt werden. Speziell bei dieser Karte er-
scheint es allerdings nicht sehr wichtig, detaillierte Genauigkeitsuntersuchungen anzustellen,
da sie mehr den Charakter eines Landschaftsgemdildes aufweist und weniger den einer ge-
nauen Karte.

Mapstabsformel bei bekannter Meile ,
Wenn die verwendete Meile bekannt ist, it sich nach (5-3) der MaBstab (bzw. Mafstabs-
zahl) nach folgender Formel berechnen, wobei aber zu beriicksichtigen ist, dal wegen der
unsicheren Meile diese MaBstabsberechnung nur ein grober Anhalt sein kann:
' : Sy (1 Meile) 3 Naturstrecke einer Meile
Mk =g (1 Meile) ~ Kartenstrecke einer Meile

(5-12)

Numerisches Beispiel:

Die Kartenstrecken einer Meile wurden in den beiden oben angefiihrten Altkartenbeispielen
ausgemessen, so daB sich folgende MaBstabszahlen ergeben, wenn die gemeine deutsche
Meile (7.4 km) fiir die Altkartenkonstruktion benutzt wurde:

X 7 400 000 mm
Schlesienkarte:  m, = ———————— =~ 561000
13.2 mm
L 7 400 000 mm
Tirolkarte: my =——————— =142 000
, 52.1 mm

(c) MaBstabsbestimmung aus der Graduierung im Kartenrahmen

Diese Methode setzt zwingend voraus, daB die Altkarte im Kartenrahmen eine Graduierung
aufweist. Sie hat den Vorteil, daB die Berechnung ohne die unsichere Meile durchgefiihrt
werden kann und daher genauer als (5-12) ist. Zur MaBstabsbestimmung nach (5-3) braucht
lediglich die Linge eines Meridiangrades (1°) im Kartenrahmen der Altkarte ausgemessen
werden. Da die entsprechende Naturstrecke nach (5-8) bekannt ist (111.2 km), 148t sich die
MaBstabszahl auf einfachste Weise bestimmen

3 Sy(1°)  Naturstrecke eines Meridiangrades
kKT8 «(1°) "~ Kartenstrecke eines Meridiangrades

(5-13)

wobei die Naturstrecke und die Kartenstrecke in der gleichen L#ngeneinheit (z.B. mm)
eingesetzt werden muf.
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Numerisches Beispiel:

Dazu wurden die Kartenstrecken eines Meridiangrades wieder in den oben schon angefiihrten
Altkartenbeispielen ausgemessen, so da8 sich danach folgende MaBstabszahlen ergeben:

Schlesienkarte: _ 111200000 = 541000
chlesienkarte: My =55 =
. 111200 000 mm
Tirolkarte: my = ~ 162 000
685 mm

Wie ersichtlich, betragen die Abweichungen gegeniiber der Meilenmethode nach (5-12) fiir
die Schlesienkarte nur -3.6%, bei der Tirolkarte +14.1%, was aber wegen des Widerspruchs
in der Karte zwischen Meile und Graduierung nicht weiter verwunderlich ist. Davon
abgesehen, paBit der ermittelte MaBstab der Tirolkarte aber relativ gut zu dem MaBstab
1:167 000, der mit genaueren Verfahren (siehe Kap. 5.1.2 bzw. Kap. 5.2) ermittelt wurde.
Das 148t den SchluB zu, daB bei der Tirolkarte die Graduierung genauer kartiert wurde als die
graphische MaBstabsangabe (Meilenskala).

5.1.2 Indirekte MaBstabsbestimmung

Fur genauere MaBstabsberechnungen und da es in vielen Fillen auch gar nicht anders moglich
ist (insbesondere bei Altkarten ohne Graduierung und Meilenskala), leitet man die Natur-
strecken aus Karten iibergeordneter Genauigkeit, also modernen Karten ab. Diese liegen ge-
wohnlich in einem anderen MaBstab und in einer anderen Kartenabbildung als die Altkarte’
vor. In vielen Fillen ist die zu untersuchende Altkarte als Plattkartenabbildung konstruiert
worden. Eine moderne Karte in dieser Abbildung gibt es aber auBer bei sehr kleinmaBstibi-
gen Erdkarten (bei Genauigkeitsuntersuchungen fiir Altkarten irrelevant) nicht, so daB von
vorn herein eine manuelle Berechnung durch direktes Ausmessung von Kartenstrecken und
Anwendung der Berechnungsformel nach (5-6) im allgemeinen ausscheidet.

Fir die Berechnung der Naturstrecken werden deshalb geographische Koordinaten herange-
zogen, die anhand moderner Karten ermittelt wurden. Durch Multiplikation der Abbildungs-
gleichungen einer adiquaten Altkartenabbildung fiir die Einheitskugel mit dem Erdradius (R)
werden kartesische Koordinaten (X, ¥) im NaturmaBstab (1:1) erhalten, aus denen sich die
Naturstrecken berechnen lassen. Die homologen Kartenstrecken der Altkarte werden aus den
Punktkoordinaten (x, y) ermittelt, die aus einer Digitalisierung gewonnenen wurden. Damit
ergeben sich folgende Formeln zur Ermittlung der Natur- und Kartenstrecken:

Sollkoordinaten im Naturmastab (1:1): .~ 4 @) R (5-142)
o Y=g(l’(p)'R .
Naturstrecke zw. zwei Punkten (B, P,): Sy =D, ; =/(X, = X )? +(¥, - ¥,)?
(5-14b)
Kartenstrecke zw. zwei Punkten (P, P,): S, =d,; = \/(x,. ~x)?+(y,-y,)"
Die MaBstabszahl wird dann unter Verwendung von (5-3) wie folgt ermittelt:
Sy D,
=——=m,  =—= 5-14c
m SK i,j d‘-'j ( )
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Die Einfithrung der neuen Bezeichnungen fiir die Naturstrecken (D) und der Altkartenstrecken
(d) erfolgt hier, um im folgenden Verwechslungen mit dem Buchstaben s zu vermeiden, der in
der Statistik allgemein fiir die Bezeichnung der Schitzung der Standardabweichung benutzt

m, ==& | » (5-15)

durchgefiihrt, wobei k der Index fiir eine einzelne Berechnungen der Maf3stabszah! aus den
Vergleichsstrecken zweier beliebiger homologer Punkte (P;, P)) darstellt.

Um einen mittleren MaBstab der Altkarte aus Einzelwerten nach dem Ansatz (5-15) zu
bestimmen, gibt es verschiedene Methoden, die allerdings unterschiedliche Ergebnisse liefern
und einer fachkundigen Abwigung unterzogen werden miissen, um zu einer reprdsentativen
Aussage fiir den MaBstab der Altkarte zu gelangen.

(a) MaBstabsbestimmung mit Hilfe des arithmetischen Mittels

In der einschligigen Literatur iiber Genauigkeitsuntersuchungen fiir Altkarten wurde bisher
ausschlieBlich das arithmetisches Mittel fiir die Mafstabsbestimmung nach dem Vergleichs-
strecken-Verfahren angefiihrt. Der Grund dafiir liegt offensichtlich darin, da es die einfach-
ste Berechnung zur Schitzung eines Mittelwertes darstellt. Unversténdlich ist allerdings, daB
bis heute in der Fachliteratur kein Hinweis auf die gravierende Schwiche dieser Berech-
nungsart fiir Altkartenuntersuchungen gegeben wurde. Im wesentlichen besteht die Unzu-
linglichkeit darin, daB bei diesem Berechnungsverfahren (unabhingige) gleichgenaue Beob-
achtungen vorliegen miissen, die aber nachweislich, allein durch die Funktionsformel nach (5-
15), schon von Grund auf nicht gegeben sind (siche folgenden Abschnitt (b)).

wird.
Der Einfachheit halber wird des weiteren die Berechnung der MafBstabszahl mit

Als Beobachtungen bezeichnet man MeBgroBen (auch: ZufallsgroBen), deren Werte durch
direkte Messungen bestimmt werden. Bei Altkartenuntersuchungen konnen aber lediglich die
durch manuelle Digitalisierung erfaBten Punktkoordinaten als echte MeBwerte aufgefaBt
werden. Im folgenden sollen - wenn auch im statistischen Sinne nicht ganz korrekt - die aus
den Koordinaten indirekt abgeleiteten GroBen, wie z.B. Strecken, Richtungen oder wie hier
die MaBstabszahlen als Beobachtungen aufgefalt werden. ’

Zusitzlich hingt die Genauigkeit der MaBstabsbestimmung aber auch von der Genauigkeit
der Ortspositionen in der Altkarte ab. Aufgrund der unzureichenden MeB- und Kartiermetho-
den der damaligen Zeit kénnen gerade deswegen auch hier keine gleichgewichtigen Genauig-
keiten bei den Streckenberechnungen aus Altkarten erwartet werden, da die Ortspositionen
mit unterschiedlichen Genauigkeiten behaftet sind. Der Vollstindigkeit halber wird im fol-
genden trotzdem auf das arithmetische Mittel eingegangen, da in diesem Zusammenhang auch
standardmiBige Fehlerdefinitionen beschrieben werden konnen.

Die Berechnung einer mittleren Mafstabszahl fiir Altkarten mit Hilfe des arithmetischen
Mittels (m,) kann in traditioneller und Matrizenschreibweise (siehe dazu Kap. 2.1.2 (b))
folgendermaBen angegeben werden

m+m,+m+ ...m
m =—L 2 3

a

=(e'e)'e"m (5-16)

n
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™ n = Anzahl der Vergleichsstrecken
me = einzelner Wert der MaBstabszahl nach (5-15)
e’ = Einsvektor: {1, ey 1}
m' = MaBstabsvektor nach (5-15): {m, )y m,,}

Das arithmetisches Mittel stellt den bestmoglichen Wert dar, wie er sich aufgrund des Aus-
gleichungsverfahrens nach der Methode der kleinsten Quadrate (MkQ) fiir gleichgenaue
normalverteilte Beobachtungen ergibt. Der Modellparameter (MaBstabszahl m,) wird dabei so
geschitzt, daB die Quadratsumme der Abweichungen (Residuen, Verbesserungen) des Mittel-
wertes von den Einzelbeobachtungen zum Minimum wird:

viv=min mit v'={v,v,,--v,} wobei v,=m —m, (5-16b)

Die Gesamtsumme der Residuen belduft sich bei diesem Ansatz zu Null: e"v =0.

Aus den Verbesserungen (v) lassen sich GenauigkeitsmaBe ableiten, die zweckdienlich die
Vielzahl der auftauchenden Fehler in einer représentativen Mafzahl zusammenfassen, um die
Genauigkeit des MeBergebnisses in einem Gesamturteil abzuschiitzen.

Dazu zihlt in erste Linie die (empirische) Standardabweichung, die fiir eine einmalige
Beobachtung (m;) gilt

s= (5-16¢)
und die Standardabweichung des arithmetischen Mittels:
5, = (5-16d)
" n

Um die Giite des MeBergebnisses zu charakterisieren, wird gewohnlich der Mittelwert mit
der zugehtrigen Standardabweichung des arithmetischen Mittels in der folgenden Form ange-
geben:

m,ts, (5-16¢)

Hier ist allerdings Vorsicht geboten, denn dieser Ausdruck ist nur dann leicht zu interpretie-
ren, wenn die Beobachtungen (m, ) normalverteilt sind und die Standardabweichung relativ
klein gegeniiber dem Mittelwert ist (bei Altkartenuntersuchungen selten der Fall). Da die
Standardabweichung des arithmetischen Mittels bei einer groBen Anzahl (n) von Beobach-
tungen wesentlich kleiner als die Standardabweichung fiir eine einmalige Beobachtung ist,
konnte er miBbrauchlich auch zur Vortiuschung einer besseren Genauigkeit benutzt werden.
Um die ratsdichliche Streuung zu charakterisieren, sollte daher neben dem Ausdruck nach
(5-16e) auch die Standardabweichung nach (5-16c) zusitzlich angegeben werden.

Bei normalverteilten Beobachtungen und hinreichend groBen Stichproben (n) liegen
statistisch gesehen rund 2/3 der MeBwerte im Bereich:

m,ts (5-16f)
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Anders ausgedriickt, die Standardabweichung reprisentiert mit einer Wahrscheinlichkeit von
ca. 68%, daB bei einer einmaligen Beobachtung der Mewert innerhalb des angegebenen Be-
reichs nach (5-16f) liegt, wobei normalverteilte Beobachtungen (m, ) vorausgesetzt werden.

(b) MaBstabsbestimmung mit Hilfe des gewichteten Mittels

Die Voraussetzung, daB alle Beobachtungen gleich genau sind, trifft fiir MaBstabsbestim-
mungen nach (5-13) im allgemeinen nicht zu, wie im folgenden gezeigt werden wird. Anstelle
des arithmetischen Mittels ist es daher besser, das gewichtete Mittel heranzuziehen, das sich
wie folgt berechnet (siehe auch Formel (2-11a), Kap. 2.1.2)

m p
k2=l k k=me

m="uP1 _*’mipz ++m3Pi+ e Py _ n 7 (5-17a)
DitTP, TPy ... Py Zpk p
k=1
mit
n = Anzahl der Vergleichsstrecken
my; = einzelner Wert der MaBstabszahl nach (5-15)
e’ = Einsvektor: {1, ---,1}
m” = MaBstabsvektor nach (5-15): {ml, e mn}
'p’ = Gewichtsvektor: p” = {p,,p, ' P,}

Der Gewichtseinheitsfehler (Standardabweichung einer MaBstabsberechnung vom Gewicht:
p = 1) wird aus den Residuen (v, = m—m, ) sowie der Gewichtsmatrix (P) berechnet

C Pu 0 '
mit P= (5-17b)
0 Pun

v'Pv

n—1

—

8o =

und die Standardabweichung des gewichteten Mittels lautet:

So So
sm = =
Je'Pe eTp
Die Standardabweichung einer beliebigen Mafstabsberechnung (m;) vom Gewicht p; 14Bt
sich wie folgt ermitteln:

(5-17¢)

S
§ =—0r (5-17d)

Sy

Berechnung der Gewichte fiir einzelne Beobachtungen

Die Gewichte kénnen iib;:f den in der Ausgleichungsrechnung iiblichen Ansatz

c :
p;, = —S?=— (5-17¢)
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definiert werden, wobei s; die Standardabweichung einer einzelnen Beobachtung und c eine
beliebige Konstante darstellt, fiir die gewohnlich die Varianz (Quadrat des Gewichts-
einheitsfehlers sg) verwendet wird. Auf die rechnerisch theoretischen Hintergriinde soll
hier nicht niher eingegangen werden, da sie in jedem Lehrbuch zur Ausgleichungsrech-
nung nachgelesen werden konnen [z.B.: GOTTHARDT, 1978].

Der Gewichtsansatzes nach (5-17e) besagt nichts anderes als:

"Je kleiner der Fehler einer einzelnen Beobachtung ist,
desto grifer ist das Gewicht dieser Beobachtung".

Zur Abschitzung des MaBstabsfehlers wird von der Grundformel der MaBstabsberechnung
ausgegangen. Unterstellt man, dal die Naturstrecken (D) fehlerfrei sind, 14Bt sich durch
Linearisierung und Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf (5-15) der zu
erwartende MaBstabsfehler fiir einzelne Beobachtungen wie folgt abschitzen

Sw = 384 = T8, (5-17%)

wobei s, die Standardabweichung einer Streckenmessung in der Altkarte ist.

Danach 148t sich fiir die Genauigkeitsbestimmung von MaBstabsberechnungen nach dem
Vergleichsstreckenverfahren die wichtige Aussage ableiten:

"Je grdfer die Kartenstrecke, desto genauer die Mafstabsermittlung"

Um zu einem praktikablen Gewichtsansatz zu kommen, wird zunichst der Gewichts-
einheitsfehler (so) aufgrund des Ansatzes nach (5-17f) festgelegt in dem fiir m; eine
mlttlere MaBstabszahl # und fiir d; eine mittlere Kartenstrecke d einsetzt wird:

Die Standardabweichung einer MaBstabsberechnung (s;) fiir eine bestimmte Kartenstrecke
(d)) kann ebenfalls nach (5-17f) abgeschitzt werden, in dem der Einfachheit halber m;
durch die mittlere MaBstabszahl 7 ersetzt wird:

Durch Einsetzen der beiden Ausdriicke (s, und s,) in (5-17e) erhilt man schlieBlich den
gesuchten Gewichtsansatz:
d

Pi==y (5-17g)
Auf die Mittelbildung hat die Konstante d keinerlei EinfluB, da sie sich aus dem Formel-
ansatz nach (5-17a) herauskiirzt. Alternativ konnte deshalb auch der Gewichtsansatz
p; =d} verwendet werden. In diesem Fall wiirde sich der Gewichtseinheitsfehler s, auf
eine Kartenstrecke von 1 mm beziehen (entspricht dem Gewicht p;, =1, wenn die Dimen-
sion der Altkarten-Koordinaten in Millimetern gegeben sind). Das aber ist nicht sinnvoll,
weil einerseits eine solch kleine Kartenstrecke nicht vorkommt und andererseits der Ge-
wichtseinheitsfehler einen sehr groBen Wert annimmt, der zu Irritationen fithren kann. Um
ihn ungefihr in der GroBenordnung der Standardabweichung des arithmetischen Mittels zu
halten, ist es daher besser den Ansatz (5-17g) herzunehmen.
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Fiir die Kartenstrecke d, =d erhilt man danach das Gewicht p; =1, so daB sich der Ge-
wichtseinheitsfehler s, auf die mittlere Kartenstrecke d bezieht, fiir die man zweckmiBig
runde Strecken (z.B.: 100 mm, 200 mm oder 500 mm) benutzt. Alternativ konnte fiir die
mittlere Kartenstrecke auch die (gerundete) halbe Blattweite oder die halbe Diagonal-
strecke des Kartenausschnittes verwendet werden, wodurch man eine gute Vorstellung von
der Streuung des MaBstabs aus Kartenstrecken in dieser Gro8enordnung gewinnt.

(c) Optimale Streckenauswabhl fiir die MaBstabsbestimmung

Die fiir eine mittlere MaBstabsbestimmung bendtigte Auswahl von homologen Strecken
beliebiger Verbindungen von jeweils zwei Punkten aus dem gesamten zur Verfiigung ste-
henden Punktfeld, lassen sich nach verschiedenen Methoden berechnen. Ein rechentech-
nisch leicht zu realisierendes Verfahren wire z.B. aus dem gesamten Punktfeld alle
maoglichen Streckenkombinationen (ohne Wiederholungen) heranzuziehen. Die daraus
resultierende Anzahl der Strecken (k) 14Bt sich wie folgt berechnen:

k= %(n ~1)  mit n=Anzah! der Punkte

Da fiir die MaBstabsbestimmung sowohl die Strecken nach der Altkarte, als auch nach der
modernen Karte berechnet werden miissen, fallen 2k = n(n-1) Streckenberechnungen an.
Fiir die Mittelbildung kommen nochmals n Berechnungen hinzu. Daraus folgt, daB sich bei
diesem Verfahren rechentechnisch n® Operationen ergeben, wenn jeweils die Strecken- als
auch die MaBstabsberechnung nach (5-14) als ein Rechenschritt (= eine Operation) aufge-
faBt wird. Setzt man fiir die Anzahl der Punkte z.B. n = 300 an (bei Altkartenunter-
suchungen durchaus normal), so ergeben sich fiir die Mittelbildung 90 000 Operationen.
Das sind enorme Dimensionen, die sich mit weiter steigender Punktanzahl quadratisch und
somit spiirbar auf die Rechengeschwindigkeit auswirken.

Neben der rechenintensiven Bearbeitungszeit liegt der gravierende Nachteil dieser Be-
rechnungsmethode aber darin, daB keine unabhdngigen Beobachtungen vorliegen, da von
jedem Punkt aus zu allen anderen Punkten (ohne Wiederholungen) die MaBstabsberech-
nungen erfolgen. Um unabhéingige Beobachtungen zu erhalten, sollte daher bei der
rechentechnischen Realisierung ein und derselbe Punkt nur einmal fiir eine beliebige
Streckenberechnung herangezogen werden.

Diese Einschrinkung schlieft auch das sog. Zentralpunktverfahren aus, bei dem von
einem ungefihr in der Mitte des Kartenblattes liegenden Punkt aus, strahlenférmig die
Streckenverbindungen nach allen anderen Punkten bestimmt werden. Die Anzahl der
Strecken ist hier deutlich geringer und berechnet zu k =n—1. Obwohl der Vorteil dieses
Verfahrens darin liegt, dal ungefihr gleichm#Big in allen Richtungen verteilte Strecken
erhalten werden, wiegt der Nachteil aber schwerer, da wie schon angedeutet, keine
unabhingigen Beobachtungen erzielt werden, weil die mittlere Mallstabsberechnung bei
diesem Verfahren von einem Punkt - in diesem Fall von dem Zentralpunkt - abhingt.

Eine weitere Einschrinkung betrifft die Linge der Strecken. Wie im vorherigen Abschnitt
(b) schon ausfiihrlich beschrieben, sollten mdglichst grofien Strecken herangezogen wer-
den. Dies kann durch Vorgabe einer Minimalstrecke erreicht werden, d.h. es gehen nur
solche Strecken in die Berechnung ein, die grdfer als die vorgegebene Minimalstrecke
sind.

Die bisher beschriebenen Restriktionen sind fiir eine optimale Streckenauswahl zur mitt-
leren MaBstabsbestimmung notwendig aber noch nicht hinreichend, da bei der rechen-
technischen Umsetzung die Punktfolge in den Koordinatenlisten einen bedeutenden Ein-
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fluf auf die MaBstabsbestimmung hat. Bei der Erfassung der Ortspositionen in Koordi-
natendateien geht man gewohnlich systematisch vor (siehe Kap. 3). Das hat den Vorteil,
daB bestimmte Punkte zu Uberpriifungszwecken leicht auffindbar sind. Der Nachteil liegt
in der programmiertechnischen Behandlung zur Streckenberechnung, die iiber zwei sog.
verschachtelte Laufvariablen realisiert wird und ebenfalls systematisch Punkt fiir Punkt
nach der Koordinatenliste abgearbeitet wird. Dadurch werden in der Regel keine iiber das
gesamt Kartenfeld gleichmdfig in allen Richtungen verteilte Strecken erhalten, was aber
gerade fiir eine mittlere MaBstabsbestimmung wiinschenswert ist, die fiir beliebige Rich-
tungen gelten soll. Vor den Streckenberechnungen sollte daher die Punktfolge der Koordi-
natenlisten mit Hilfe eines Mischalgorithmus in eine willkiirliche (zufallsverteilte) Rei-
henfolge gebracht werden.

Rechentechnisch 148t sich dieser Mischalgorithmus z.B. folgendermaBen realisieren:

¢ Generieren von n (=Anzahl der Punkte) Zufallszahlen zw. 0 und 1. Diese kénnen z.B.
mit Hilfe eines Zufallsgenerators berechnet werden, den die meisten Programmier-
sprachen und mathematischen Softwareprogramme (z.B. Mathematica, Mathcad) zur
Verfiigung stellen.

¢ Die Koordinatenlisten (Altkarte, moderne Karte) werden anschlieBend zeilenweise nach
den zuvor ermittelten Zufallszahlen sortiert (auf- oder absteigend), so daB die Punkt-
folge nun zufillig tiber das gesamte Kartenblatt verteilt ist. AnschlieBende Strecken-
berechnungen aus aufeinander folgenden Punkten sind dadurch von der originiren
Erfassungsreihenfolge befreit und konnen somit fiir einen systematisch arbeitenden
Rechenalgorithmus verwendet werden. ~

Zusammenfassend aus den oben angefiihrten Darlegungen, hat sich bei Genauigkeits-
analysen fiir Altkarten folgendes (iterative) Verfahren als sehr effizient erwiesen, um mog-
lichst unabhingige MafBstabsberechnungen aus Streckenvergleichen zu erzielen:

1. Die Originalreihenfolge der Punkte nach den Koordinatenlisten werden mit Hilfe
eines Mischalgorithmus in eine zufillige, iiber das gesamte Kartenblatt verteilte
Punktfolge gebracht.

2. Ein und derselbe Punkt wird nur einmal fiir eine Streckenberechnung (Altkarte,
moderne Karte) herangezogen.

3. Es werden nur Strecken beriicksichtigt, die in der Altkarte gréfer als eine vorge-
gebene Minimalstrecke sind.

4. Visualisierung der berechneten Streckenauswahl (Streckenbild).
5. Wiederholung der Schritte 1 - 4, bis ein optimales Streckenbild erzielt ist.

Daraus ergibt sich durch die Anwendung des Mischalgorithmus bereits nach ein bis zwei
[terationen ein optimales Streckenbild. Um die Effizienz dieses Verfahrens zu demonstrie-
ren, wurde exemplarisch fiir die weiter oben schon angefiihrte Tirolkarte von BURG-
KLEHNER eine MaBstabsberechnung aus Streckenvergleichen mit und ohne Mischalgorithmus
durchgefiihrt. Die fiir die Berechnung eines mittleren MaBstabs herangezogenen Strecken sind
in den Abbildungen 5.3 und 5.4 wiedergegeben und zeigen eindrucksvoll den Vorteil der An-
wendung des Mischalgorithmus.
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Tirolkarte von Burgklechner Tirolkarte von Burgklechner

Punktanzah! = 305
Streckenanzah! = 149

Punktanzah! = 305
Streckenanzah! = 152

Minimalstrecke {mm] = 400 Minimalstrecke {mm] = 400
Mittlerer MaRstab (arithmetisches Mittel) 1: 166900 (+ 1900) Mittlerer Mafstab (arithmetisches Mitte!) 1: 178100 (+2100)
Abb. 5.3: Streckenbild mit Mischalgorithmus Abb. 5.4: Streckenbild ohne Mischalgorithmus

(d) Schiitzungen von GenauigkeitsmaBen aus Streckendifferenzen

Zur Beurteilung der Genauigkeit alter Karten konnen die im Zuge der MaBstabsberechnung
benutzten Strecken fiir weitere Schitzungen von GenauigkeitsmaBen herangezogen werden.
Aus den Streckendifferenzen in Verbindung mit dem berechneten mittleren Mafstab der Alt-
Karte, 148t sich der mittlere Streckenfehler und der mittlere relative Maf3stabsfehler ableiten.

Der mittlere Streckenfehler

Durch Umstellung der MaBstabsberechnungsformel (5-15) nach der Naturstrecke, erhilt man
den Ausdruck: D, = d, m;,. Diese Formel kann fiir den Modellansatz einer Ausgleichung nach
direkten Beobachtungen mit der unbekannten MaBstabszahl 7 herangezogen werden (siche
auch Kap. 2.1.2). Die Verbesserungsgleichung 18t sich danach wie folgt angeben

v,=d,;-m-D, (5-18a)

i 1

wobei v, die (Natur-)Streckendifferenz zwischen der Modellstrecke (d,-m ) und der Natur-
strecke (D, ) darstellt. In Matrizenschreibweise lautet das Gleichungssystem:

v, d, D,
v=Ax-1 mit: v=4{:%; A={:1; 1={:}; X=m : (5-18b)
' d D

Die unbekannte MaBstabszahl = X ergibt sich aus der Minimumsforderung v'v = min und
die allgemeine Losung 148t sich danach wie folgt angeben:

=%=(ATA)"AT | (5-19a)

Da es sich hier aber um einen (trivialen) Sonderfall der Ausgleichung handelt (die A-Matrix
reduziert sich auf einen Vektor und der Losungsvektor X besteht nur aus einer Unbekannten),
1Bt sich die Berechnung der ausgeglichenen Mapstabszahl (i) auch folgendermaBen
angeben:

AT1 Z d;D, ~ ‘
m=xX= =L mit 7 = Anzahl der Vergleichsstrecken (5-19b)
. P i
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Da die Residuen nach (5-18a) Streckenabweichungen im NaturmaB darstellen, kann die Stan-
dardabweichung hier als mittlerer Natur-Streckenfehler s, (mittlerer Streckenfehler im
NaturmaB) interpretiert werden:

(5-20a)

Dividiert man diesen mittleren Natur-Streckenfehler durch den ausgeglichenen MaBstab nach
(5-19b), erhdlt man den bei Genauigkeitsuntersuchungen fiir Altkarten wesentlich anschau-
licheren mittleren Streckenfehler der Altkarte, da er sich auf die MaBeinheit der Koor-
dinaten fiir Altkarte bezieht (in der Regel Millimeter):

5, = %no_ (5-20b)

Der Standardabweichung der ausgeglichenen MaBstabszahl 18t sich aufgrund des
Sonderfalls der Ausgleichung wie folgt angeben:

= (5-21)

5. = 0
\/ATA Jid‘;
i=1

Stellt man die Berechnungsformel fiir die ausgeglichene Mapstabszahl nach (5-19b) folgen-
dermaflen um

n L)) L
¥d.D, > -4 Xmp, D
= =l i=1 % — =1 ym, = i VD= dz (5-22)

iﬁ i& im i
i=1

i=1 i=]

m

ergibt sich exakt die gleiche Berechnungsformel, wie fiir das gewichtete Mittel der Map-
stabszahl nach (5-17a).

Die mittlere relative Standardabweichung der Mafstabszahl

Neben absoluten Genauigkeitsmaen (Standardabweichung) konnen auch relative Fehler-
maBe angegeben werden. Diese driicken die Abweichung von geschiitzten Mittelwerten aus
und werden in der Regel in Prozent angegeben. Fiir Altkartenuntersuchungen ist dieses Feh-
lermaB insbesondere dann sehr sinnvoll, wenn verschiedenen Altkarten mit unterschiedlichen
MaBstiben und Genauigkeiten untereinander verglichen werden sollen. Die mittlere relative
Standardabweichung der Mafstabszahl kann wie folgt ausgedriickt werden:

S.

3

As. =

m

-100% (5-23)

S|

52 Vergleichspunkt-Verfahren

Bei diesem Verfahren wird das Punktfeld eines Ausgangssystems durch eine ausgleichende
Koordinatentransformation mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate (MkQ) optimal dem
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Punktfeld eines Zielsystems angepaBt. Zum Einsatz kommen hier die in Kap 2.2 detailliert
beschriebene
‘e Ahnlichkeitstransformation

o Affintransformation

aus denen MaBstab, Drehwinkel und Genauigkeit der Altkarte abgeleitet werden konnen. Der
bedeutende Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daB hier ein eindeutiges (objektives)
Ergebnis erzielt wird und nicht wie beim Vergleichsstrecken-Verfahren unterschiedliche
(subjektive) Ergebnisse, je nach Auswahl der verwendeten Strecken.

Transformationsrichtung:

Zur Bestimmung der MaBstabs und GenauigkeitsmaBe beziehen sich die in den nachfolgen-
den Kapiteln 5.2.1 und 5.2.2 angegebenen Formeln (5-25) bis (5-27) darauf, daf die Punk:-
koordinaten der Altkarte (x, y) in das Punktfeld des als fehlerfrei unterstellten Ziel- bzw. Soll-
Koordinatensystems (Y, X) nach einer modernen Karte transformiert werden (im folgenden
kurz als "alt-nach-neu" bezeichnet), was der im Vermessungswesen tiblichen Praxis ent-
spricht, ein lokales (ilteres) Koordinatensystem in genaueres (modernes) Landeskoordinaten-
system zu iiberfithren. Eine umgekehrte Transformationsrichtung ("neu-nach-alt") wire zwar
auch moglich, liefert aber nach der Ausgleichung spiirbar unterschiedliche Ergebnisse. So
kann z.B. fiir die Ahnlichkeitstransformation relativ einfach gezeigt werden, da die ausge-
glichenen MaBstabsfaktoren aus den Berechnungen entgegengesetzter Transformations-
richtungen sich nicht exakt reziprok verhalten. Der Unterschied tritt um so deutlicher hervor,
je ungenauer die Altkarte ist. Zur Frage, welche Transformationsrichtung fiir Altkartenunter-
suchungen die vertrauenswiirdigeren Ergebnisse beziiglich MaBstab und Genauigkeitsmafe
versprechen, besteht allerdings gegenwirtig noch Forschungsbedarf.

Allgemeine Voraussetzungen:

Sowohl das Ausgangs- als auch das Referenz-Koordinatensystem miissen zwingend in ebenen
kartesischen Koordinaten und in gleichen Koordinateneinheiten (z.B. Millimeter) vorliegen.
Die zu den PaBpunkten der Altkarte (x, y) homologen Punktkoordinaten des Referenzsystems
(X, Y) werden aus den geographischen Referenz-Koordinaten (4, ¢) mit Hilfe einer zur
Altkarte adiquaten Kartenabbildung (z.B. die rechteckige Plattkarte; siche dazu Kap. 4) und
einém vorzugebenden Mafstabsfaktor (T, ) nach der Formel (4-1) berechnet:

X=f(A‘1(p)'ﬁ0 [ J— _R )
Y = g(h)- T, mit: ™, = e (5-24)

Dabei ist R der mittlere Erdradius nach (5-7) in Koordinateneinheiten des Ausgangssystems
(Altkarte) und m, eine frei wiihlbare Mafstabszahl, also z.B. ein Néherungswert fiir die MaB-
stabszahl der Altkarte, der aus Voruntersuchungen schon bekannt ist. Der Einfachheit halber
kann m, =1 gesetzt werden, wobei u.U. aber Rechenunschirfen auftreten kénnen.

Da die Wahl von m, einen bestimmenden Einfluf} auf die Ausgleichungsergebnisse hat, miis-
sen noch einfache Modifikationen vorgenommen werden, um zu einer endgiiltigen MaBstabs-
und Genauigkeitsbestimmung der Altkarte zu gelangen. Auf die Berechnung des Drehwinkels
hat m, keinen Einflu8, so daB in den folgenden Ausfiihrungen darauf nicht eingegangen wird.
Die entsprechenden Formeln dazu entnehme man den Kapiteln 2.2.2 (Ahnlichkeitstransfor-
mation) und 223 (Affintransformation). Auch auf die Translationsparameter wird hier nicht
weiter eingegangen, da sie bei Genauigkeitsuntersuchungen fiir Altkarten nicht von Bedeu-
tung sind.
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5.2.1 MafBistabs- und Genauigkeitsbestimmung

mit Hilfe der Ahnlichkeitstransformation
Die ausgleichende Ahnlichkeitstransformation sollte vornehmlich dann angewendet werden,
wenn man fiir die Altkarte einen, fiir die gesamte Karte reprisentativen (globalen) MaBstab

bestimmen will. Fiir das vorgegebene Referenz-Koordinatensystem mit der Mafstabszahl m,
nach (5-24) liefert die Ahnlichkeitstransformation ("alt-nach-neu ") zundichst:

m  Ausgeglichener MaBstabsfaktor nach (2-15)

S Standardabweichung des MaBstabsfaktors nach (2-18¢) bzw. (2-18f)

El

o Mittlerer Betrag der Restklaffungen in den Koordinatenrichtungen nach (2-16a)
p  Mittlerer Punktfehler nach (2-16¢)

[72]

Daraus ergibt sich die gesuchte Mafistabszahl und ihre Standardabweichung:
m=m,-m (5-25a)
S, =My S _ (5-25b)

Fiir my=1 - die Referenz-Koordinaten nach (5-24) liegen dann im Naturmaf3 vor - gehen der

MaBstabsfaktor und seine Standardabweichung direkt in die MaBstabszahl und ihre
Standardabweichung iiber:

=l

m=

s =g fiir: my=1 (5-25¢)

3l

Die GenauigkeitsmaBe s, und s, sind ebenfalls von m, abhingig und driicken z.B. fiir
my=1 die Genauigkeiten in Naturmaflen wieder. Generell beziehen sich diese FehlermaBe
wie oben schon erwihnt auf das Referenz-Koordinatensystem mit der MaBstabszahl m, nach
(5-24). Um sie auf die Altkarte mit dem ausgeglichenen KartenmaBstab 1 : m nach (5-25a)
umzurechnen, miissen sie dann noch mit dem Faktor (m, /m) = (1/m) multipliziert werden.
Danach 148t sich der mittlere Betrag der Restklaffungen in Richtung Koordinatenachsen
und der mittlere Punkifehler fiir die Altkarte wie folgt angeben:

Altkarte
So (5-26)

Altkarte __
Sp =

5.2.2 MaBstabs- und Genauigkeitsbestimmung

mit Hilfe der Affintransformation
Die ausgleichende Affintransformation kann bei Altkartenuntersuchungen immer dann ange-
wendet werden, wenn man getrennte MaBstabs- und ‘Genauigkeitsbestimmungen in Rich-
tung der Hauptachsen durchfiihren will. Neben der Ahnlichkeitstransformation erhilt man

damit weitere Ergebnisse und Genauigkeitsaussagen, die zur Gesamtbeurteilung der Altkarte
herangezogen werden kénnen.
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Die dazu notwendigen Berechnungen kénnen nach den Formeln (5-25) und (5-26) fiir die
Ahnlichkeitstransformation abgeleitet werden, da sie sich nur durch die Trennung der Ergeb-
nisse nach den Hauptachsenrichtungen unterscheiden. Die Affintransformation ("alt-nach-
neu") liefert zundichst fiir das vorgegebene Referenz-Koordinatensystem im Mafistab 1 : mj:

m Ausgeglichene MafBstabsfaktoren in x- und y-Richtung:

x? y
fiir die 6-Parameter-Affintransformation nach (2-19f)
fiir die 5-Parameter-Affintransformation nach (2-21e)

Standardabweichung der MaBstabsfaktoren in x- und y-Richtung:

fiir die 6-Parameter-Affintransformation nach (2-20g) bzw. (2-30k)
fiir die 5-Parameter-Affintransformation nach (2-22c)

So Mittlerer Betrag der Restklaffungen in den Richtungen der Koordinatenachsen:

fiir die 6-Parameter-Affintransformation nach (2-20a)
fiir die 5-Parameter-Affintransformation nach (2-22a)

s Mittlerer Betrag der Restklaffungen in Richtung der x- bzw. y-Achse

fiir die 6-Parameter-Affintransformation nach (2-20b) und (2-20c)
fiir die 5-Parameter-Affintransformation nicht definiert

Sp Mittlerer Punktfehler:

fiir die 6-Parameter-Affintransformation nach (2-20d)
fiir die 5-Parameter-Affintransformation nach (2-22b)

Die Umrechnung auf die Altkarte erfolgt fiir die 6- und 5-Parameter-Affintransformation
allgemein nach den folgenden Formeln, wobei die jeweiligen Ausgleichungsergebnisse der
beiden Affintransformationen nach den oben stehenden Formelverweisen einzusetzen sind.
Danach ergeben sich fiir die Altkarte

Mapstabszahlen und ihre Standardabweichung:

m, =m, .ﬁx Smx =my: sﬁx
— (5-26a)
m, =m, -1, S, =My " Sz
wobsei fiir m, = 1 die folgen einfachen (direkten) Ausdriicke erhalten werden:
mx = mx Sm = Sr_n
= o (5-26b)
m, =T, Su, = Sz,
Mittlerer Betrag der Restklaffungen in den Koordinatenrichtungen:
6 fiir die 6-P-Affintransformation
Sglrkarze = mitt u= fu i i f . (5-27a)
5 fiir die 5-P-Affintransformation

(u und w stellen dabei die Verbesserungsvektoren in x- bzw. y-Richtung dar.
Bei der 5-Parameter-Transformation konnen sie durch Aufsplittung in x-
und y- Anteile aus dem Verbesserungsvektor v = u + w erhalten werden.)
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Mittlere Punktfehler:
s:ltkane = Sgukane J‘i (5~27b)

Die mittleren Betriige der Restklaffungen in Richtung der x- bzw. y-Achse fiir die Altkarte
nach der 6-Parameter-Transformation konnen mit folgenden Formeln berechnet werden:

Altkarte __ Sx SAIlkane - Sy
X p— y -
mx 1'1'1y

S (5-27¢)

5.3 Weitere Methoden zur Genauigkeitsbestimmung

Neben den bisher beschriebenen Verfahren, sollen hier noch einige weitere Moglichkeiten zur
Beurteilung der Genauigkeit von Altkarten behandelt werden, auf die - teilweise zwar ange-
sprochen - aber nicht niher eingegangen worden sind. Dazu zshlt neben der Orientierung und
deren Genauigkeit vor allem die Frage, wie zuverléssig die Graduierung im Kartenrahmen im
Vergleich zu den Ortspositionen der Altkarte (Karteninhalt) ist. Dariiber hinaus werden noch
einige Aspekte zur Problematik der Genauigkeitsbestimmung von Teilgebieten angesprochen

5.3.1 Orientierungsabweichung

Die Orientierung und deren Genauigkeit einer Altkarte stellt neben der Mafstabsbestimmung
ein weiteres Kriterium zur Gesamtbeurteilung dar. Der in der Literatur hiufig benutzte
Begriff Genauigkeit der Orientierung (auch: Orientierungsfehler oder Azimutfehler), ist
irrefiihrend, da hierunter nicht die Standardabweichung der (absoluten) Orientierung gemeint
ist, sondern die Abweichung der geographischen Nordrichtung einer Altkarte von der wahren
geographischen Nordrichtung moderner Karten. In den folgenden Ausfithrungen wird daher
durchgehend der Begriff Orientierungsabweichung verwendet.

Zur Berechnung der Orientierungsabweichung lassen sich im wesentlichen zwei Verfahren
anfiihren. Das erste geht auf einen Vergleich der Richtungen homologer Strecken im Aus-
gangs- und Referenzsystem zuriick. Beim zweiten Verfahren wird die Orientierungsabwei-
chung mittels einer ausgleichenden Koordinatentransformation iiber Vergleichspunkte be-
stimmt.

(a) Bestimmung der Orientierungsabweichung iiber Vergleichsrichtungen

Bei dieser Methode konnen die zu vergleichenden Richtungen entweder aus geographischen
oder kartesischen Koordinaten bestimmt werden. Ein wichtiger Aspekt ist hierbei die Aus-
wahl der zur Richtungsbestimmung herangezogen Punkte. Hier sollte das gleiche Verfahren
angewendet werden, wie es im Kap. 5.1.2, Abschnitt (c): Optimale Streckenauswahl fiir die
Maf3stabsbestimmung beschrieben ist. Zudem ist es rechentechnisch gesehen von Vorteil, im
Zuge der Mafistabsbestimmung aus Streckenvergleichen gleichzeitig die Berechnung der
Richtungswinkel durchzufiihren.

Bestimmung der Orientierungsabweichung aus geographischen Koordinaten

Der Winkel gegen die geographische Nordrichtung wird bekanntlich als geographisches
Azimut bezeichnet. Auf der Erdkugel entspricht das Azimut dem Winkel, den ein GroBkreis
mit einem Meridian im Schnittpunkt bildet. Gezzhlt wird das Azimut - ausgehend vom
Meridian - positiv im Uhrzeigersinn.
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Die Bestimmung des geographischen Azimuts auf einer fiir Altkartenuntersuchungen aus-
reichend genauen Kugeloberfliche erfolgt mit Hilfe der sphérischen Trigonometrie iiber den
Sinus- und Seitencosinussatz. Danach 148t sich der Azimutwinkel (;) von einem Ausgangs-
punkt P,(A,,0,) zu einem beliebigen Zielpunkt P,(A,,¢;) - unter strenger Beachtung der
Quadrantenregel bei Winkelfunktionen - wie folgt berechnen:

. “( sin(A/li)-cos((p,.))
o; = arcsi
! sin(d,)

mit AA, =4, -4, (5-28)
und 8, = arccos(sin(@, )-sin(@;) + cos(@,)-cos(@; )-cos(44,))

Zur Bestimmung der Orientierungsabweichung aus einer einzelnen Differenz (Ac;) be-
rechnet man das Azimut nach (5-28) iiber homologe Punkte sowohl im Ausgangssystem (a])
als auch im Ziel- bzw. Referenzsystem (/) und bildet:

Aa, =al -of (5-29)

Die mittlere Orientierungsabweichung und deren Standardabweichung konnen dann mit
Hilfe des arithmetischen Mittels nach (2-12) oder des gewichteten arithmetischen Mittels
nach (2-11) berechnet werden, wobei im letzteren Fall der streckenabhiingige Gewichtsansatz
nach der Formel (5-17g) eingesetzt werden kann (siehe Kap. 5.1.2, Abschnitt (b)).

Das Problem bei der Anwendung von (5-29) besteht in der Berechnung der Azimute (al')in
der Altkarte, da die geographischen Koordinaten der Ortspositionen in der Regel nichs
bekannt sind. Unter der Voraussetzung, daB eine Graduierung im Kartenrahmen der Altkarte
vorliegt, konnen diese aber indireks aus den kartesischen Punktkoordinaten abgeleitet werden.
Auf die Berechnungen soll hier nicht weiter eingegangen werden, da sie detailliert im
folgenden Kap. 5.3.2 beschrieben sind. Die Ergebnisse sind allerdings mit einer starken
Unsicherheit behaftet, falls sich herausstellen sollte, daB der Karteninhalt mit dem Karten-
rahmen schlecht zusammenpaft.

Bestimmung der Orientierungsabweichung aus kartesischen Koordinaten

Wie schon bei der MaBstabsbestimmung aus Streckenvergleichen detailliert dargelegt (siehe
Kap. 5.1), ist es auch hier zwingend erforderlich, die geographischen Referenzkoordinaten mit
einer zur Altkarte addquaten Kartenabbildung (z.B. die quadratische Plattkarte) in kartesische
Koordinaten zu iibertragen. Nur dadurch erhilt man ein vergleichbares Ausgangs- und Refe-
renzsystem, in denen sich abbildungsspezifische Verzerrungen gleich verhalten.

Die im folgenden angefithrten Formel gelten prinzipiell fiir nordorientierte Altkarten. Bei
siid-, west- oder ostorientierten Altkarten ist es empfehlenswert, vorab eine einfache Koordi-
natentransformation in die Nordrichtung vorzunehmen (siehe Kap. 2.2.1: Einfache Drehung
eines Koordinatensystems), da man bei der rechnerischen Realisierung aufwendige Abfragen
beziiglich der Quadratenregelung bei nicht nordorientierten Altkarte umgehen kann.

In einem kartesischen Koordinatensystem mit mathematischer Orientierung wird der
Richtungswinkel () zwischen zwei Punkten P; und Py wie folgt berechnet

: . { %, = x;
t=t;, =arcta (5-30)
Ye = Y;
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wobei die Quadrantenregel der Tangensfunktion zwingend beachtet werden muB, da sich alle
moglichen Richtungen in einem Vollkreis (360°) ergeben konnen. Die Orientierungs-
abweichung aus einer einzelnen Differenz ergibt sich dann aus

At =ttt —1f

mit (5-31)

t} Richtungswinkel zwischen zwei Punkten im Ausgangssystem

t7 Richtungswinkel zwischen zwei Punkten im Ziel- bzw. Referenzsystem
Die mittlere Orientierungsabweichung und deren Standardabweichung konnen entweder
iiber das arithmetische Mittel oder das gewichtete arithmetische Mittel berechnet werden.

Der Richtungswinkel nach (5-30) ist nicht identisch mit dem geographischen Azimut nach
(5-28). Von daher gesehen stellt sich die Frage, ob die geographische Orientierungsabwei-
chung nach (5-29) gleichbedeutend mit der kartesischen Orientierungsabweichung nach
(5-31) ist. Liegen sowohl das Ausgangssystem als auch das Referenzsystem in gleicher Kar-
tenabbildung vor, werden die Richtungswinkel in diesen beiden kartesischen Koordinaten-
systemen um den gleichen Betrag zum wahren geographischen Azimut verdreht, der bei einer
Differenzbildung nach (5-31) wieder herausfillt. Das gilt streng genommen nur dann, wenn
die Punktkoordinaten beider Koordinatensysteme gleich genau sind. Bei Altkartenunter-
suchungen ist das aber erwartungsgemiB nicht der Fall. Unterstellt man, daB dic Abwei-
chungen zufdlliger Natur sind, stimmen die geographische und die kartesische Orien-
tierungsabweichung ungefahr iiberein (Ar = Aat).

(b) Bestimmung der Orientierungsabweichung iiber Vergleichspunkte

Bessere und vertrauenswiirdigere Aussagen iiber die Orientierungsabweichung und deren
Standardabweichung gewinnt man, wenn das Punktfeld des Ausgangssystems (Altkarte)
durch eine (ausgleichende) Koordinatentransformation (siehe Kap. 2.2) optimal dem homo-
logen Punktfeld des Referenzsystems (moderne Karte) angepaBt wird. Im folgenden soll die
Bestimmung der Orientierungsabweichung anhand der Ahnlichkeits- und Affintransformation
beschrieben werden. Auch hier empfiehlt es sich, wenn die Koordinaten des Ausgangs-
systems (Altkarte) nicht nordorientiert vorliegen, vorab eine einfache Koordinatentransfor-
mation (siche Kap. 2.2.1) in die Nordrichtung vorzunehmen.

Bestimmung der Orientierungsabweichung aus der Ahnlichkeitstransformation

Der aus der Ausgleichung abgeleitete Drehwinkel o nach (2-15b) gibt die Verdrehung des
Ausgangssystem gegeniiber dem Referenzsystem an und ist positiv gegen den Uhrzeigersinn
(mathematischen Orientierung) definiert. Der Richtungswinkel nach (5-30) wird aber wie
beim geographischen Azimut nach (5-28) positiv im Uhrzeigersinn gezihlt, also entgegen-
gesetzt. Daraus ergibt sich fiir die Orientierungsabweichung:

At = - (5-32)
Die Standardabweichung wird nach (2-18f) berechnet.

Bestimmung der Orientierungsabweichung aus der Affintransformation

Bei der normalen 6-Parameter-Affintransformation stehen die Hauptachsen nicht senkrecht
aufeinander, so da8 sich fiir jede Hauptachse ein eigener Drehwinkel nach (2-19f) ergibt. Die
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Orientierungsabweichung entspricht direckt dem Drehwinkel o, da beide im gleichen

Drehsinn definiert sind: .
At=a, (5-33)

Die Standardabweichung ergibt sich aus (2-20k).

Der bei der 6-Parameter-Affintransformation noch anfallende Drehwinkel o, ist positiv
gegen den Uhrzeigersinn definiert und kann als Verschwenkung der Breitenkreise interpretiert
werden.

Fiir die 5-Parameter-Affintransformation gilt Formel (5-32), da hier wie bei der Ahnlich-
keitstransformation nur ein Drehwinkel nach (2-21e) bestimmt wird. Die Standardab-
weichung wird nach (2-22¢) in Verbindung mit (2-22a) berechnet.

5.3.2 Die Zuverliissigkeit der Graduierung im Kartenrahmen

Bei Untersuchungen von Altkarten, die im Kartenrahmen mit einer Graduierung versehen
sind, stellt sich haufig die Frage, ob der Karteninhalt mit Hilfe des Kartenrahmens als Kon-
struktionsgrundlage kartiert oder ob der Karteninhalt auf andere Weise erstellt und der Kar-
tenrahmen mit der Graduierung nachtriglich angefertigt wurde. Die Berechnungsverfahren
hierzu sollen Gegenstand der folgenden Ausfiihrungen sein.

Zur Beurteilung der Zuverlissigkeit der Graduierung vergleicht man die Ortspositionen im
geographischen Referenzsystem mit den homologen geographischen Punktkoordinaten in der
Altkarte, die aus der Graduierung im Kartenrahmen aber erst abgeleitet werden miissen. Dies
kann manuell-graphisch oder rechnerisch gelost werden. Die manuelle Methode ist zwar ein-
fach, aber erwartungsmiBig auch fehleranfillig und vor allem wegen der bei Altkartenunter-
suchungen anfallenden vielen Punkte sehr zeitaufwendig. Wesentlich genauver und rationeller
ist daher das rechnerische Verfahren.

(a) Rechnerische Ermittlung von geographischen Punktkoordinaten in Altkarten

Da man im allgemeinen davon ausgehen muB, da die Kartenbegrenzungslinien (Abgrenzung
vom inneren Kartenfeld) in Altkarten mehr oder weniger in schiefwinkliger Form vorliegen,
soll hier zur Ableitung der geographischen Koordinaten exemplarisch der Verfahrensweg mit
Hilfe der bilinearen Transformation und deren Umkehrung (siehe Kap. 2.2.4) beschrieben
werden:

1. Im Zuge der digitalen Erfassung (Digitalisierung) der Punktkoordinaten in der Altkarte
werden zusdtzlich die im Kartenrahmen angegebenen geographischen Netzkoordinaten auf
der Kartenbegrenzungslinie miterfaBt. Dazu werden zumindest die vier Blattecken der
Altkarte benotigt. Dariiber hinaus konnen aber zur Steigerung der Genauigkeit noch
weitere im Kartenrahmen angegebene (runde) geographische Netzpunkte mit aufgenom-
men werden.

2. Uber den folgenden Ansatz mit m Pafipunkten im Kartenrahmen werden die acht Para-
meter a und b der (ausgleichenden) bilinearen Transformation nach (2-23) berechnet:

X, = a + @A, + a0, + a9,
\ : . , S i=l.mm24
Yy, = b + bA, + b, + bA¢,
wobei N ’
Ao ... Ausgangssystem: geogr. Koord. der Papunkte im Kartenrahmen
x';,Y'; ... Zielsystem: kartesische Koord. der PaBpunkte im Kartenrahmen
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3. Inverse bilineare Transformation nach (2-30):

Fiir die Ermittlung der geographischen Ortskoordinaten sind fiir Jjeden zu transformieren-

den, digital erfaten Punkt im Kartenfeld der Altkarte (x, y) die folgenden drei Berech-
nungsschritte notwendig:

3.1 Berechnung der (Funktions-)Koeffizienten nach (2-30d):
A =b,a, —a,b,
B(x,y)=b,a; —a,b, +ba,~ab, +b,x-a,y
C(-x! }’) = bla3 —alb3 +b3.x _ajy
D =b,a, —a;b, '
E(x,y)=ba, —a;b, +ba,—ab, +b,x—a,y
F(x,y)=ba, —ab, +b,x~a,y

3.2 Berechnung der Losungspaare der quadratischen Gleichungen nach (2-30e):

— B(x,y) £ /B(x,y)? =4-C(x, )
ha = 24

= E(x,)) £ {E(x,5)? ~4-F(x,y)
12 = 2-D

3.3 Die Fallunterscheidung nach (2-30f) ergibt die gesuchten geogr. Koordinaten:

A, wemn: (A, <A, < Vi) A (@S0, S ?' e )
Z ~ )*1’(02 wenn: ()‘"min s A’l < l'max ) A ((p'min s (Pz < qo'max )
’¢ B )"2 ’(pl wenn: (;L|min S )"2 S A"max ) A (qolmin S (pl S (p’max )
A’2 ’¢2 wenn: (A'Imin S A’Z ‘<' A"max ) A (¢’min S (pZ S (o'max )

wobei

Amp=min(A', .. A") A, =max(4,...A")
@' o = min(e',...¢" ) @ e = Max(@',...¢", )

(b) Berechnung der mittleren Verschiebung in Meridian- und Breitenkreisrichtung

Sind die geographischen Ortspositionen der Altkarte nach Abschnitt (a) bestimmt, kann der

Vergleich mit den geographischen Referenzkoordinaten durchgefiihrt werden. Dazu ermittelt
man zunéchst fiir jedes homologe Punktpaar die Differenzen:

A(pi =9, —(‘ﬁi

~ i=1... n; n= Anzahl der Punkte (5-34)
Ak, =4, - A

wobei A,,¢, die Referenzkoordinaten und Z,.,Fp,. die nach Abschnitt (a) berechneten geogra-
phischen (Ist)Koordinaten der Altkarte auf der Basis des Kartenrahmens sind.
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Mittlere Verschiebung in Meridianrichtung

Das arithmetische Mittel aus den Differenzen der geographischen Breiten nach (5-34) ergibt
die mittlere Verschiebung in Meridianrichtung:

AP = %2 Ao, (5-35a)

i=1

Der theoretische Erwartungswert (E) fir A@ ist der Ausgangspunkt (Nullpunkt) der geo-
graphischen Breitenzdhlung in der Altkarte (,), der identisch mit der heutigen Festlegung
durch den Aquator (¢, = 0) ist:

E(A)=§, =, =0 (5-35b)

Wegen der bei Altkarten generell zu erwartenden Ungenauigkeiten wird man i.dR. 49 =0
erhalten, in machen Fillen auch deutlich von Null abweichend. Die Verschiebung in Meri-
dianrichtung nach (5-35a) entspricht einem konstanten systematischen Fehleranteil, dessen
Ursache in der Ableitung der geographischen Ist-Koordinaten aus der Graduierung im Karten-
rahmen der Altkarte liegt. Die anfangs gestellte Frage, ob der Karteninhalt auf der Basis des
Kartenrahmens kartiert oder ob der Kartenrahmen nachtriglich angehér. gt wurde, kann - hier
zunéchst nur in Meridianrichtung - iiber folgende Fallunterscheidungen beurteilt werden:

o Liegt die mittlere Verschiebung ungefihr beim Erwartungswert Null (A@ = 0), paBt der
Karteninhalt - und damit auch der Kartenrahmen in Meridianrichtung - mehr oder weniger
gut zu den geographischen Referenzkoordinaten. In diesem Fall kann daher vermutet
werden, dal der Karteninhalt auf der Grundlage des Kartenrahmens erstellt wurde.

e Liegt dagegen eine deutlich von Null abweichende mittlere Verschiebung vor ([A@[>> 0),
kann zwar vermutet werden, daB der Kartenrahmen unabhéngig von der Kartierung der
Ortspositionen im Kartenfeld erstellt wurde. Eine gesicherte Aussage dariiber 148t sich
aber nicht ableiten. So konnte z.B. die Bezifferung der runden geographischen Grad- und
Minutenangaben im Kartenrahmen (Graduierung) aufgrund von unfachménnischen Uber-
tragungsfehlern entstanden sein. '

Genauigkeitsschatzung:

Mit den Verbesserungen (der konstante Fehleranteil wird dabei eliminiert)
v, = AP — A, (5-36a)

ergibt sich fiir die Standardabweichung einer beliebigen Differenz A@, nach (5-34) bzw. da
die geographischen Referenzkoordinaten als fehlerfrei angesehen werden konnen: Stan-
dardabweichung einer beliebigen nach Abschnitt (a) berechneten geographischen Breite ( ;)

; v= {vl, Vy ooV, } (5-36b)

und fiir die Standardabweichung des arithmetischen Mittels (A@) bzw. des konstanten
systematischen Fehleranteils: '

SO(a
SAE = \/;l_ 5-36C)
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Mittlere Verschiebung in Breitenkreisrichtung

Das arithmetische Mittel aus den Differenzen der geographischen Léngen nach (5-34) ergibt
die mittlere Verschiebung in Breitenkreisrichtung:

AX = 12") AX, (5-37a)
n's

Dabei werden die geographischen Lingen - ausgehend vom jeweiligen Nullmeridian - in
ostlicher Richtung negativ und in westlicher Richtung positiv gezihlt.

Anders als bei den geographischen Breiten, gilt fiir den Erwartungswert von AA
E(AA)=Ay—=A, =4, #0 (5-37b)

wobei A,=0 der heutige Nullmeridian (Sternwarte bei Greenwich/London) und ):, der
Nullmeridian in der Altkarte (bezogen auf Greenwich) ist.

Schon in der Antike wihlte man als Ausgangspunkt der geographischen Léngenzahlung einen
Meridian, der das westlichste Ende der damals bekannten Welt (vermutlich die Kanarischen
Inseln) kennzeichnen sollte. Mit den damaligen MeBmethoden war aber keine genaue
Léingenbestimmung moglich. Erst im Jahre 1634 wurde in Frankreich durch koniglichen ErlaB
(Lubwig XIII.) der Lingengrad durch die Sternwarte von Paris fiir alle franzosischen Karten
verbindlich auf den fiktiven Wert 20° éstlich von Ferro (westlichste der Kanarischen Inseln;
heute: El Hierro) gesetzt. Da der Léangenunterschied zwischen Paris und Greenwich aus mo-
dernen Vermessungen bekannt ist (2° 21' 20"), kann als Wert fiir den Nullmeridian in Altkar-
ten 17° 39'40" westlich von Greenwich ab 1634 angenommen werden, der aber streng ge-
sehen nicht durch Ferro/El Hierro, sondern ca. 20 km 6stlich davon verliuft. Fiir Altkarten,
die in der Nachfolgezeit auBerhalb Frankreichs entstanden, kann zwar vermutet werden, da
sie sich auf diesen Wert bezogen haben, sicher kann man aber nicht sein. Fiir Altkarten, die
vor 1634 entstanden, bleibt der Nullmeridian unbestimmt.

Die mittlere Verschiebung in Breitenkreisrichtung nach (5-37a) und (5-37b) entspricht daher
nur einer Schdtzung fiir den Nullmeridian der vorliegenden Altkarte. Eine Aussage tiber die
absolute Verschiebung der Graduierung im Kartenrahmen gegen den Karteninhalt in West-
Ost-Richtung ist folglich nicht moglich. Es kann lediglich die Differenz zu einem vermuteten
Wert des Nullmeridians der Altkarte (also z.B. Ferro / El Hierro: 17° 39' 40") angegeben
werden. Abweichungen bis zu 5° stellen dabei keine Seltenheit dar.

Genauigkeitsschiitzung:

Mit den Verbesserungen (der konstante Anteil wird dabei eliminiert)
w, = AA - A, (5-38a)

ergibt sich fiir die Standardabweichung einer beliebigen nach Abschnitt (a)i berechneten geo-
graphischen Linge (4,)

wiw

S, inad
0;
A n_l

s ow={w,w,..w,} (5-38b)
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und fiir die Standardabweichung des arithmetischen Mittels (A/T ) bzw. des Nullmeridians ):)
der Altkarte:

so=s =% | | (5-38¢)

5.4 Zur Genauigkeitsbestimmung von Teilgebieten

Bei den bisher beschriebenen Verfahren zur MaBstabs- und Genauigkeitsbestimmung ist all-
gemein davon ausgegangen worden, da8 sich die Untersuchungen auf das Gesamtgebiet der
Altkarte beziehen. Zur Schitzung von MaBzahlen und Genauigkeiten in Teilgebieten einer zu
untersuchenden Altkarte (regionale Genauigkeitsbestimmung) kénnen diese Verfahren glei-
chermaflen verwendet werden.

Eine Aufteilung in mehrere Teilgebiete ist insbesondere dann sinnvoll, wenn aus anderwei-
tigen Untersuchungen bekannt ist, daB die vorliegende Altkarte aus unterschiedlichen Quellen
kompiliert wurde, wie es z.B. bei der Ostfrieslandkarte von UBBO EMMIUS aus dem Jahre
1599 der Fall ist (siche Anhang B.3). Im Normalfall liegen jedoch fiir Altkarten solche
Voranalysen nicht vor. Ob Untersuchungen von Teilgebieten sinnvoll sind, kann daher erst
auf der Grundlage einer Gesamtuntersuchung des Gebietes entschieden werden. Als Ent-
scheidungshilfe konnen hier visualisierte Restklaffungsvektoren (siehe Kap. 8.1) herange-
zogen werden, aus denen sich moglicherweise Teilgebiete mit iiberwiegend gleichartigen
Vektorstrukturen abgrenzen lassen, die auf signifikante UnregelmiBigkeiten beziiglich Lage,
Verdrehung oder MaBstab hinweisen. So deuten z.B. gleichgerichtete Vektoren auf einen
regionalen Lagefehler oder radial verlaufende Vektoren auf eine regionale MaBstabsab-
weichung hin.

Lassen sich Teilgebiete aufgrund von Voruntersuchungen hinreichend abgrenzen, kann bei
der Datenerfassung direkt gebietsweise vorgegangen werden. Man erhilt somit mehrere Da-
tenfiles, die einerseits fiir die Untersuchungen der Teilgebiete und andererseits - durch Zu-
sammenfithrung der Einzeldateien - auch fiir das gesamte Gebiet der vorliegenden Altkarte
verwendet werden konnen. Da dies aber nicht der Regelfall ist, gestaltet sich die rechnerische
Realisierung wesentlich schwieriger. Eine gleichmdflige Aufteilung in zwei, drei oder mehr
Teilgebiete und deren Untersuchung, 148t sich zwar rechentechnisch gesehen relativ einfach
durchfiihren und damit auch unter Umsténden Irregularititen aufdecken. Im allgemeinen wird
man bei dieser Vorgehensweise aber nur dann signifikante Abweichungen nachweisen kon-
nen, wenn eine tatsichlich vorhandene regionale Anomalie zufillig in irgendein der gleich-
miBig aufgeteilten Gebiete fillt.

Wiinschenswert wiiren deshalb automatisierte Analyseverfahren zur Erkennung von Punkt- -
gruppen (Segmentierung) mit gleichartigen Strukturen von Restklaffungsvektoren. Mog-
licherweise konnen hier Losungsvorschlige herangezogen werden, wie sie von FORSTER /
WERNER [1986] und LEHMKUHLER [1993] fiir die geodiitische Deformationsanalyse als
Mustererkennungsaufgabe entwickelt wurden. Ob diese Verfahren allerdings auch fiir Alt-
kartenuntersuchungen geeignet sind, miite eingehend untersucht werden (Forschungsbedarf).

5.5 Beurteilung der Verfahren

Im vorliegenden Kapitel 5 wurden die grundlegenden Methoden zur MaBstabs- und Genauig-
keitsbestimmung vorgestellt, wobei im wesentlichen auf zwei unterschiedliche Berechnungs-
verfahren (Vergleichsstrecken- und Vergleichspunktverfahren) detailliert eingegangen wurde.
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EinigermaBen zuverldssige Aussagen iiber den MaBstab, den Drehwinkel bzw. die Orien-
tierungsabweichung der zu untersuchenden Altkarte sowie die entsprechenden Genauigkeits-
schitzungen lassen sich danach nur mit Hilfe der Vergleichspunktverfahren (siche Kap. 5.2
und Kap. 5.3.1(b)) erzielen. Dabei sollten prinzipiell beide Grundmethoden der ausgleichen-
den Koordinatentransformation, also sowohl die Ahnlichkeitstransformation (Kap. 5.2.1) als
auch die Affintransformation (Kap. 5.2.2) angewendet werden, um aus den Ergebnissen eine
vertrauenswiirdige Gesamtbeurteilung der Altkarte zu erhalten.

Die Verfahren mit Hilfe von Vergleichsstrecken (siehe Kap. 5.1 sowie Kap. 5.3.1(b)) liefern
dagegen lediglich nur Néherungswerte, wobei die Ergebnisse nach der direkten Methode

(Kap. 5.1.1) generell als unsicher bzw. fragwiirdig eingestuft werden miissen. Allenfalls bei

der Anwendung der indirekten Methode (Kap. 5.1.2) lassen sich einigermaBen akzeptable Re-

sultate erzielen, die allerdings sehr unterschiedlich ausfallen kénnen, da sie von der mehr oder

weniger subjektiven Auswahl der verwendeten Strecken und der vorab festzulegenden Neben-

bedingung (Minimalstrecke) abhingen.

Bei den Verfahren zur Beurteilung der Zuverlissigkeit der Graduierung im Kartenrah-
men (Kap. 5.3.2) und die damit zusammen héngende Ermittlung von geographischen Punkt-
koordinaten - bei Vorhandensein einer Graduierung im Kartenrahmen - ist verfahrens-
technisch der korrekte Weg mit Hilfe der bilinearen Transformation und deren Umkehrung
(siehe Kap. 2.2.4, Formeln (2-23) und (2-30)) exemplarisch beschrieben worden. Die Berech-
nungsformeln dazu sind zwar relativ aufwendig, stellen aber bei der rechentechnischen Um-
setzung durch eine entsprechende Programm-Applikation kein Problem dar. Ersatzweise kann
hier aber auch die wesentlich einfacher zu handhabende projektive Transformation nach (2-
31) eingesetzt werden, da man in den meisten Fillen davon ausgehen kann, daB der vermut-
lich rechteckig konstruierte Kartenrahmen der Altkarte im Laufe der Zeit keine extrem groBe-
ren Abweichungen von einer rechteckigen Form aufweist und somit die abbildungsspezifi-
schen Verzerrungen der projektiven Transformation nur geringfiigig ins Gewicht fallen. Die
Ausgangskoordinaten bei Anwendung der projektiven Transformation sind hier die kartesi-
schen Tischkoordinaten (Digitalisierung) der Ortspositionen in der Altkarte und die Zielkoor-
dinaten sind die gesuchten geographischen Koordinaten, wobei sich die acht Transforma-
tionskonstanten der projektiven Transformation (im einfachsten Fall ohne Ausgleichungs-
rechnung) aus den entsprechenden Koordinaten der vier Blattecken ableiten.

Zur Problematik der Festlegung des Nullmeridians fiir eine konkret vorliegende und zu un-
tersuchende Altkarte, wie sie im Abschnitt Mittlere Verschiebung in Breitenkreisrichtung des
Kapitels 5.3.2 beschrieben wurde, muB festgestellt werden, das hier noch eingehender
Forschungsbedarf besteht, um der Altkarte den vermutlich verwendeten Nullmeridian zuzu-
ordnen.
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Kapitel 6

Graphische Darstellungen von
Stlchproben und Haufigkeltsvertellungen

Bei der Genauigkeitsuntersuchung einer Altkarte sollte man sich zunzchst einen Uberblick
iiber das vorhandene Datenmaterial verschaffen ehe es fiir die Berechnung der Parameter-
schitzungen (z.B. mittlerer MaBstab, Standardabweichung) herangezogen wird. Da die Sich-
tung der reinen Daten, die fiir die rechnerische Verarbeitung verwendet werden und in Form
digitaler Datenlisten (Koordinaten, Residuen, Restklaffungsvektoren) vorliegen, unanschau-
lich ist, empfehlen sich graphische Darstellungen, die auf einen Blick die Streuung und Ver-
teilung des gesamten Datenmaterials sichtbar machen. Die nachfolgenden Abbildungen wur-
den mit dem professionellen Mathematikprogramm Mathcad erstellt.

6.1 Graphische Darstellung der Strenung von Stichproben

Unter einer Stichprobe wird die Menge alle Beobachtungsdaten (Beobachtungsreihe) verstan-
den, die fiir die Parameterschitzung einer vorliegenden Altkarte herangezogen werden. Dazu
zdhlen hier im wesentlichen die Stichproben fiir die MaBstabsberechnung nach dem
indirekten Vergleichsstreckenverfahren (siehe Kap. 5.1.2) sowie die Residuen und die daraus
abgeleiteten Lingen von Restklaffungsvektoren nach dem Vergleichspunktverfahren (siche
Kap. 5.2).

Zur Visualisierung der Streuung der zu untersuchenden Stichproben gibt es verschiedene
Moglichkeiten. Optimal ist hier die Darstellung in Form eines Streuungsdiagramms (auch:
Rohdatenplot = graphische Rohdarstellung eines univariaten Datensatzes) in dem die Streuung
des gesamten Datensatzes und damit auch die Ausreifier und groben Fehler auf einen Blick
sichtbar gemacht werden konnen. Durch zusitzliche Markierung des arithmetischen Mittels,
der empirischen Standardabweichung sowie des Medians (Definition und Berechnungsformel
des Medians siehe Kap. 7: Einsatz robuster Schdtzverfahren) gewinnt man einen ersten Ein-
druck iiber die Datenqualitit der vorliegenden Altkarte, wie die beiden folgenden Abbildun-
gen anschaulich demonstrieren.

So zeigt die Abbildung 6.1 am Beispiel der Schlesienkarte die Streuung von n = 947 einzeln
berechneten MaBstabswerten (MaBstabszahlen) nach dem indirekten Vergleichsstrecken-
verfahren. Wie deutlich zu erkennen ist, bewegen sich die Maf3stabsberechnungen im Bereich
zwischen ca. 200 000 und 1 000 000, wobei sich die meisten MaBstabswerte um den arith-
metischen Mittelwert (ca. 540 000) im Intervall der empirischen Standardabweichung (ca.
64 000) haufen. Daraus kann allerdings noch keine Normalverteilung der Stichprobe gefolgert
werden, auch wenn es augenscheinlich danach aussieht und der Median wie hier ersichtlich
fast mit dem Mittelwert zusammenfillt. Ob eine Normalverteilung vorliegt kann z.B. erst an-
hand eines Hiufigkeitsdiagramms anschaulich nachgepriift werden (sieche Kap. 6.2). Da
maximale Abweichungen vom Mittelwert bis zum ca. 7-fachen Betrag der Standardabwei-
chung auftreten, kann davon ausgegangen werden, daf in Teilbereichen der Altkarte grobe
Fehler und Ausreifier vorliegen, welche die Mafistabs- und Genauigkeitsbestimmung nach-
teilig beeinflussen.
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Schlesienkarte (n = 947 MaBstibe)
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Berechnungsreihenfolge (i=1..n)
*** Stichprobenwerte (MaBstiibe)
T Arithmetisches Mittel ; ---- Standardabweichung
= Median

Abb. 6.1: Streuungsdiagramm von n = 947 einzeln berechneten MaBstabswerten (MaBstabs-
zahlen) nach dem indirekten Vergleichsstreckenverfahren fiir die Schiesienkarte
von HELWIG aus dem Jahre 1561 mit Eintrag des arithmetischen Mittels und der
dazugehorigen empirischen Standardabweichung sowie zusitzlich des Medians.

Tirolkarte (n = 305 Punkte)
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Abb. 6.2: Streuungsdiagramm der Lingen von Restklaffungsvektoren nach einer Ahnlich-
keitstransformation fiir die Tirolkarte von MICHAEL BURGKLEHNER aus dem Jahre
1611 mit Eintrag des arithmetischen Mittels und der dazugehorigen empirischen
Standardabweichung sowie zusitzlich des Medians.
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In Abbildung 6.2 ist am Beispiel der Tirolkarte die Streuung der Langen von 305 Restklaf-
fungsvektoren nach einer Ahnlichkeitstransformation wiedergegeben. Die maximalen Léangen
erreichen dabei Werte bis ca. 250 mm (!) in der Altkarte, die bei dieser Gréenordnung deut-
lich auf grobe Fehler und Ausreifer hinweisen. Im Gegensatz zu der in Abbildung 6.1 dar-
gestellten Streuung von MaBstabszahlen L8t sich aber hier keine eindeutige Héufung der
Werte (Lingen der Restklaffungsvektoren) um das arithmetische Mittel (ca. 80 mm) oder den
Median (ca. 65 mm) feststellen. Allenfalls unterhalb des arithmetischen Mittels bzw. des Me-
dians kann eine im Vergleich zur restlichen Streuung merkliche Haufung der Berechnungs-
werte erkannt werden, die in diesem Fall zudem noch anniherungsweise gleichmiBig verteilt
erscheinen. Wie im nachfolgenden Kap. 6.2 noch niher erldutert wird, kann aber bei der
Hiufigkeitsverteilung von Lingen der Restklaffungsvektoren grundsdtzlich keine Normal-
verteilung erwartet werden, so daB die Parameter der Normalverteilung (Mittelwert, Stan-
dardabweichung), die hier nur aus den Léngen der Restklaffungsvektoren abgeleitet sind, fiir
Genauigkeitsaussagen prinzipiell ungeeignet sind. Diesen Sachverhalt veranschaulicht die
vorliegende Abbildung in Form eines einfachen Streuungsdiagramms eindrucksvoll.

6.2 Graphische Darstellung von Hiufigkeitsverteilungen

Im folgenden werden die bei Altkartenuntersuchungen typisch auftretenden Héufigkeitsver-
teilungen im Vergleich zur Normalverteilung graphisch dokumentiert. Auf die rechnerischen
Testverfahren zur Priifung auf Normalverteilung, wie z.B. der Kolmogoroff-Smirnov-Test
oder der Chi-Quadrat-Test, soll hier nicht niher eingegangen werden, da sie in der
Statistikliteratur detailliert beschrieben sind (sieche KREYSZIG, [1975], SACHS, [1992]). Im
Gegensatz zur graphischen Veranschaulichung der Abweichungen von einer hypothetischen
Verteilung, sind die rechnerischen Testverfahren zwar objektiver und genauer, liefern aber
nur-die Annahme oder die Verwerfung der unterstellten Hypothese (hier: Vermutung auf
Normalverteilung). Interessanter und aufschlufireicher sind bei Altkartenuntersuchungen die
tatsiachlichen Stichprobenverteilungen, die sich am anschaulichsten in Form von Histogram-
men darstellen lassen.

Die nachfolgenden Abbildungen (6.3 - 6.5) zeigen die charakteristischen Haufigkeitsvertei-
lungen von Stichproben bei MaBstabsbestimmungen von Altkarten. Fiir die Anzahl der Klas-
sen wurde in allen Diagrammen der in der Statistik iibliche Wert Jn (n= Anzahl der Beob-
achtungen) verwendet. Wie aus den Abbildungen zu ersehen ist, weichen die tatsichlichen
Verteilungen in allen Histogrammen von der zusitzlich eingezeichneten Normalverteilung
deutlich ab. AuBerdem ist iiberall eine eindeutige Tendenz zu einer linkssteilen Héufigkeits-
verteilung zu erkennen (auch: positive Schiefe). Im einzelnen lassen sich folgende Merkmale
anfithren:

e Bei MaBstabsbestimmungen unter Verwendung des Vergleichsstreckenverfahren (siehe
Kap. 5.1.2) mit vielen Beobachtungen ist eine deutliche Neigung zu einer steilgipfligen
Verteilung (positiver Exze) zu erkennen (siche Abb. 6.3a und 6.3b). Bei relativ wenigen
Beobachtungen, wie sie zwangsldufig bei dem Verfahren mit optimaler Streckenauswahl
und Vorgabe einer Minimalstrecke (siche Kap. 5.1.2 (c)) vorkommen, ist eine Abhingig-
keit von der Wahl der Minimalstrecke zu erkennen (siche Abb. 6.4a und 6.4b). Je kleiner
die Minimalstrecke gewihlt wird, desto unruhiger verlduft die Verteilung. Zwei- und
mehrgipflige (multimodale) Verteilungen sind dabei keine Seltenheit. Die Ursachen dafiir
sind schwer festzustellen und miilten ndher untersucht werden. Moglicherweise sind
konstante Verschiebungen von Ortspositionen innerhalb lokaler Gebiete dafiir verant-
wortlich.
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Schlesienkarte
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Abb. 6-3a: Anzahl der Strecken =947 Abb. 6-3b: Anzah! der Strecken =986
Abb. 6.3: Huufigkeitsverteilung bei MaBstabsbestimmungen nach dem indirekren
Vergleichsstreckenverfahren aus vielen Streckenvergleichen (Balken) im Ver-
gleich zur empirischen Normalverteilung (gepunktete Linie).
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Abb. 6-4b: Minimalstrecke = 90 cm Abb. 6-4b: Minimalstrecke = 30 cm
Abb. 64: Hiufigkeitsverteilung bei MaBstabsbestimmungen nach dem indirekzen

Tirolkarte

Vergleichsstreckenverfahren bei optimaler Streckenauswahl und Vorgabe unter-
schiedlicher Minimalstrecken (Balken) im Vergleich zur empirischen Normal-

verteilung (gepunktete Linie).
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Abb. 6-5a: Restklaffungen in x-Richtung

Hiufigkeiten
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Abb. 6-5b: Restklaffungen in y-Richtung

Abb. 6.5: Haufigkeitsverteilung von Restklaffungen in x- und y-Richtung nach dem Ver-
gleichspunktverfahren (Balken) und Eintrag der empirischen Normalverteilung

(gepunktete Linie).
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e Beim Vergleichspunktverfahren (siehe Kap. 5.2) mit Hilfe einer ausgleichenden Koordi-
natentransformation (hier exemplarisch fiir die Ahnlichkeitstransformation) zeigen die
Haufigkeitsverteilungen von Residuen in x- und y-Richtung (siehe Abb. 6.5a und 6.5b) im
Prinzip die gleiche charakteristische Tendenz auf wie beim Verfahren mit Vergleichs-
strecken, wobei empirische Untersuchungen belegen, daBl mehrgipflige Verteilungen zwar
auch auftreten, aber eher die Ausnahme sind.

Bei der Hiufigkeitsverteilung der aus den Residuen (v, ,v ) abgeleiteten Langen der Rest-

klaffungsvektoren (d)
d=+‘/v: V,EV)Y, 6-1)

kann dagegen grundsitzlich keine Normalverteilung erwartet werden, denn nach der
Wahrscheinlichkeitstheorie ergibt sich fiir den Ansatz (6-1) die sogenannte Chi-Verteilung
(auch: x-Verteilung) mit dem Freiheitsgrad f = 2, wenn die Residuen in x und y-Richtung
normalverteilten Grundgesamtheiten entsprechen.

Tirolkarte (305 Punkte)
I I | 1

401~

Hiufigkeiten

201

Hﬂs U HﬁﬁﬁﬁﬂmT.

0
Skalierte Restklaffungsvektoren
2 empirische Hiufigkeitsverteilung
e »¢ Dijchtefunktion der Chi-Verteilung mit Freiheitsgrad f = 2

Abb. 6.6: Hiufigkeitsverteilung der (skalierten) Lingen von Restklaffungsvektoren aus
den Residuen der Tirolkarte (Abb. 6.5a und 6.5b) nach dem Vergleichspunk-
verfahren und Darstellung der entsprechenden Dichtefunktion der x-Verteilung
mit dem Freiheitsgrad f = 2.

Die Dichtefunktion der x-Verteilung (siche PROHOROV, ROZANOV [1969], CASPARY u.a.
[1983)) ist allgemein durch

f(xf) =, (6-2a)

gegeben, wobei f der Freiheitsgrad und x die Linge eines f-dimensionalen Zufallsvektors
aus normalverteilten Komponenten mit dem Mittelwert pi = 0 und der Standardabweichung
o =1 bedeuten. Das Zeichen I' steht fiir die in der Statistik hidufig verwendete Gamma-
Funktion. Da nach (6-1) nur zwei Komponenten (v,,v ) auftreten, ergibt sich der Frei-
heitsgrad f = 2 und damit eine vereinfachte Formel fiir die Dichtefunktion:

2

f(x)=x-e—_;— ;x20 (6-2b)
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In Abbildung 6.6 ist die Haufigkeitsverteilung der Lingen von Restklaffungsvektoren dar-
gestellt, die aus den Residuen der Tirolkarte nach dem Vergleichspunktverfahren berechnet
wurden und deren Verteilung in Abbildung 6.5 dargestellt ist. Zusitzlich wurde die ent-
sprechende Dichtefunktion der y-Verteilung nach (6-2) eingetragen. Die x-Achse ist hier
in Einheiten der Standardabweichung (so) iiber die Transformation X; = d;/sg skaliert
(skalierte Langen der Restklaffungsvektoren), um eine Vergleichbarkeit mit der in Ab-
bildung 6.7 dargestellten Hiufigkeitsverteilung von Strecken eines Testbeispiels zu ermog-
lichen. Bei diesem Testbeispiel wurden mit Hilfe eines Zufallsgenerators normalverteilte
x- und y-Residuen mit den Parametern: Mittelwert p =0 und Standardabweichung o =1
simuliert und daraus die Strecken ermittelt. Ein Vergleich der beiden Abbildungen 6.6 und
6.7 zeigt deutlich, daB nur bei normalverteilten Residuen eine X-Verteilung (mit f = 2) zu
erwarten ist.

Testbeispiel (305 Punkte)
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Strecken in Einheiten der Standardabwg.

empirische Haufigkeitsverteilung (simuliert)
®** Dichtefunktion der Chi-Verteilung mit Freiheitsgrad f = 2

a4

Abb. 6.7: Hiufigkeitsverteilung von Strecken aus simulierten normalverteilten Residuen
{R(v,|v,) | N(u=0,0=1)} und Dichtefunktion der x-Verteilung (f = 2).

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daB bei Stichproben fiir Altkartenuntersuchun-
gen generell keine Normalverteilung vermutet werden kann. Dies bestitigen - neben den hier
an einigen graphischen Beispielen gezeigten Haufigkeitsverteilungen - auch Uberpriifungen
an allen der im Rahmen dieser Arbeit herangezogenen Altkarten mit Hilfe rechnerischer Test-
verfahren (z.B. Kolmogoroff-Smirnov-Test).

Allerdings konnte immer eine Anniherung an die Normalverteilung erreicht werden, wenn
das Beobachtungsmaterial wegen grober Fehler und vermeintlicher AusreiBer weit genug
reduziert wurde. Ein Teil des Datenmaterials kann also durchaus als normalverteilt angesehen
werden. Da die tatsichliche Gesamtverteilung im Einzelfall unbekannt ist, empfehlen sich
daher fiir die Schitzung der fiir Altkarten wichtigen Parameter Magstab und Standardab-
weichung Rechenverfahren, die weitgehend verteilungsunabhingig sind.

Dariiber hinaus wire es zwar sehr hilfreich, wenn allgemeingiiltige Modellverteilungen fiir
Stichproben bei Altkartenuntersuchungen bekannt wiren (hier besteht noch eingehender
Forschungsbedarf). Der Einfluf3 von groben Fehlern und Ausreifiern (bei Altkarten die Regel)
auf die Parameterschitzung wire damit aber nicht gelost. Mit der Anwendung robuster
Schiitzverfahren (siche Kap.7) lassen sich die hier angesprochenen Problematiken weit-
gehend iiberwinden.
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Kapitel 7

Einsatz robuster Schéitzverfahreli

Die bisher (sieche Kap. 5) behandelten Verfahren zur Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten stiit-
zen sich generell auf die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate (MkQ) als optima-
les Schitzverfahren. Neben dem Vorteil der relativ einfachen rechnerischen Handhabung,
weist die MkQ aber auch einen gravierenden Nachteil auf, da sie wegen des quadratischen
Ansatzes sehr empfindlich auf Ausreifier und grobe Fehler im Datenmaterial reagiert. Gerade
bei Altkarten hat man wegen der unzureichenden MeB- und Kartiermethoden der damaligen
Zeit, mit groBen bis groben Fehlern zu rechnen, welche die ausgeglichenen Ergebnisse nach
der MkQ irreal verfilschen und insbesondere bei grofen Datenmengen - wie bei Altkarten
iiblich - betrichtliche Probleme verursachen. Zudem werden bisher bei Genauigkeitsangaben
normalverteilte Beobachtungen unterstellt. Wie im Kapitel 6 schon gezeigt wurde, weisen
aber gerade bei Altkarten Stichprobenverteilungen keine Normalverteilung auf. Die Angabe
der traditionellen Standardabweichung kann daher leicht zu Fehlinterpretationen fiihren.

Eine gute Alternative zur MkQ stellen die in den letzten 35 Jahren in der mathematischen Sta-
tistik entwickelten robusten Schéitzverfahren dar, da sie prinzipiell resistent gegeniiber Ab-
weichungen von Modellverteilungen sind. Der wesentliche Vorteil besteht aber vor allem
darin, daB der EinfluB inkonsistenter Beobachtungen (Ausreier) auf die Parameterschitzun-
gen (Mittelwert, Standardabweichung) klein gehalten wird. Zwar kénnen auch mit dem her-
kémmlichen Verfahren der MkQ durch iterative Berechnungen bessere Ergebnisse erzielt

- werden, in dem sukzessiv die groBen bis groben Fehler aus dem Beobachtungsmaterial elimi-

niert werden. Diese Vorgehensweise ist aber zeitaufwendig und subjektiv. Die Anwendung
robuster Verfahren liefert dagegen eine schnelle und weitgehend objektive Auswertung des
Beobachtungsmaterials mit mehreren Ausreiflern in einem Schritt. ‘

Entwickelt wurde die robuste Schatzung von HUBER [1964], der auf der Grundlage der Maxi-
mum-Likelihood-Methode (siche KREYSZIG, [1975], SACHS, [1992]) den Grundtyp der robu-
sten Schitzer (M-Schitzer) einfiihrte. Die Bezeichnung robust wurde dabei im Sinne von
Box [1953] als resistent gegeniiber Abweichungen von Modellannahmen verwendet. Die
Arbeit von HUBER loste eine Vielzahl von Vertffentlichungen mit weiteren Modellvor-
schligen fiir robuste Schitzer aus.

Im Rahmen dieser Arbeit kann nur auf einige Typen robuster Schitzer eingegangen werden
sowie auf die rechentechnische Realisierung zur Parameterbestimmung. Einen ausgezeichne-
ten Uberblick {iber die Verfahren der robusten Schitzung liefern BORUTTA [1988], sowie die
Veroffentlichungen von CASPARY u.a. [1985, 1987, 1990].

7.1 Grundbegriffe und -definitionen

Unter dem Begriff Parameter werden in der Statistik Konstanten bezeichnet, die eine be-
stimmte Verteilung einer vorliegenden Stichprobe charakterisieren. Das sind z.B. bei einer
Normalverteilung eines univariaten (ein-dimensionalen) Datensatzes die Parameter Mittelwert
und Standardabweichung. Im Hinblick auf die Anzahl der Unbekannten des Ausgleichs-
modells spricht man allerdings hier von einer ein-Parameter-Schétzung und bei mehr-dimen-
sionalen Datensitzen, wie sie z.B. bei einer ausgleichenden Koordinatentransformation vor-
kommen, von einer m-Parameter-Schitzung (z.B. m =4 bei einer Ahnlichkeitstransforma-
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tion). Die Ermittlung von numerischen Werten fiir diese Konstanten wird in der Statistik als
Schdtzung der Parameter bezeichnet.

7.1.1 Parameter der robusten Schitzung

Im Unterschied zu den traditionellen_Parameterbezeichungen in der Geodasie, werden in der
mathematischen Statistik zwei grundlegende Begriffe verwendet:

e Lageparameter (location)
e Skalenparameter (scale)

Als Lageparameter einer Stichprobe kommt z.B. das arithmetischen Mittel (ein-dimensionaler
Fall) oder der Median und als Skalenparameter die Standardabweichung oder ein Quantilen-
abstand in Frage.

7.1.2 Einfache robuste Schiitzung des Lageparameters

Bei einfachen MaBstabsbestimmungen fiir Altkarten (Vergleichsstreckenverfahren) fiihrt die
Anwendung des arithmetischen Mittels wegen des Einflusses inkonsistenter Beobachtungen
(AusreiBer) und der generell unsicheren Verteilung mit positiver Schiefe (siehe Kap. 6.2) auf
eine zu groBe mittlere MaBstabszahl. Eine wesentlich realistischere Schitzung stellt hier der
Median (auch Zentralwert) dar, der im Falle normalverteilter Grundgesamtheiten und sehr
vielen Beobachtungen (n — oo ) mit dem arithmetischen Mittel zusammenfllt.

Der Median (X) ist der mittlere, der ansteigend nach GriPe geordneten n Werte eines
Beobachtungsvektors (x):

Xust ; fiir n= ungérade Anzahl der Beobachtungen
2
X=med(x;)=1{ x, +x, (7-1)
i ; fiir n = gerade Anzahl der Beobachtungen

Er ist duferst robust gegen Ausreifier und asymmetrischen Verteilungen. Bei linkssteilen
Hiufigkeitsverteilungen - bei Altkarten die Regel - ist er kleiner als das arithmetische Mittel
(siehe dazu in Kap.6 die Abb. 6.1 und 6.2). Fiir einfache MaBstabsbestlmmungen bei
Altkarten nach dem Vergleichsstreckenverfahren, ist der Mcdlan immer dem einfachen
arithmetischen Mittel vorzuziehen.

7.1.3 Einfache robuste Schiitzung des Skalenparameters

Fiir StreuungsmaBe, die unempfindlicher auf grobe Abweichungen als die traditionelle Stan-
dardabweichung reagieren, lassen sich eine ganze Reihe verschiedener Vorschlige anfiihren.
Allgemein gebrduchlich ist der Median der absoluten Abweichung vom Stichprobenmedian
(MAD: median of the absolute deviations from the median:), der entweder als Schitzfunk-
tionen der Beobachtungen (x) oder der Residuen (v) definiert werden kann und ein sehr robu-
stes Streuungsmalf darstellt:

med(| X —x; |) ;beiein - Parameterschitzung
S =Smap = (7-2)

| med( [v. ) ; bei ein - und mehr - Parametersch'atzung
Daneben gibt es noch weitere Vorschlige, die durch Modifikation von (7-2) eine Anpassung
an die Standardabweichung vornehmen, falls die Beobachtungen normalverteilt sind (siehe

BORUTTA [1988]). Da dies bei Altkartenuntersuchungen in der Regel aber nicht gegeben ist
(siehe Kap. 6), soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden.
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7.2 Robuste Parameterschitzung

Der Grundgedanke des robusten Schétzverfahrens besteht darin, die Minimumsbedingung so
zu definieren, daB der ungiinstige quadratische Ansatz, wie er z.B. bei der MkQ durch
v'v=min bzw. v'Pv=min gegeben ist (siche Kap. 2), entweder ganz ausgeschlossen
oder nur feilweise beriicksichtigt wird. Zur Realisierung dieser Zielsetzung wird bei der ro-
busten Schitzung folgender Minimierungsansatz auf der Basis einer Funktion der Residuen
p(v;) definiert:

En: p(v,) = min : (7-3)
i=1 :

Die Funktion p(v) wird in der Terminologie der robusten Schitzung als Zielfunktion (auch:
Verlust- oder Risikofunktion) bezeichnet. Sie kann beliebig definiert werden, allerdings mit
der Einschrinkung (im Hinblick auf die Minimierung), daB sie konvex (nach oben offen) ist.
So ergibt sich z.B. bei Anwendung der konventionellen MkQ fiir gleichgenaue Beobachtun-
gen die Zielfunktion
p)=v’

die auf das arithmetische Mittel fiihrt. Im statistischen Sprachgebrauch wird diese Schiitz-
funktion auch als L,-Norm bezeichnet. Die Ableitung des Medians (L,-Norm) ergibt sich da-
gegen aus der Zielfunktion:

p() =|v|

Nach der grundlegenden Arbeit von HUBER [1964] sind eine Vielzahl verschiedenster Vor-
schlige fiir Zielfunktionen robuster Schétzverfahren verdffentlicht worden. Auf einige und im
Rahmen dieser Arbeit verwendete Zielfunktionen wird im nachfolgenden Kapitel 7.2.1 ein-
gegangen.

Das Minimum einer Funktion wird bekanntlich dadurch ermittelt, da das Differential dieser
Funktion (erste Ableitung) zu Null gesetzt wird und daraus der unbekannte Parameter (z.B.
Lageparameter) berechnet wird. Auf die Minimierung von (7-3) angewendet, fiihrt das auf die
sogenannte y-Funktion

}n_',p’(v,.) = E":E%".fL f}w(v,.) =0
i=1 i=1 i

i=1

(7-4)
= Yy =p »

die im allgemeinen aber nicht linear ist. Durch Erweiterung des Ansatzes nach (7-4) erhilt
man

Zu/(vi).‘£=2w_(vi.)..vi=2wi.vi=wTV=0 (7-5a)
i=1 Vi =t VY i=1
‘mit

w =Y )2 YW (7-5b)

v, v

wobei w;, als "Gewicht" einer einzelnen Beobachtung biw. w(v) als "Gewichtsfunktion" be-
trachtet werden kann. Der Ausdruck w” v =0 in (7-5a) entspricht der bei der MkQ geforder-
ten Summationsbedingung fiir gewichtete Beobachtungen, wobei die "Gewichte" aber hier

Funktionen der Residuen (v) sind.
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Mit Hilfe des Skalenparameters (s) konnen die Argumente der Zielfunktion iiber den folgen-
den Ansatz (ein-Parameter-Schitzung) skaliert werden

v, x-% it { Ji,- = Beobachtungswerte -6)
X

= zu schiitzender Lageparameter

so daB sich ein lage- und skalenéquivarianter Schitzer ergibt. Die Ziel-, ¥~ und "Gewichts-
funktion" werden damit als Funktionen der Variablen u definiert: p(w), y(u) und w(u),
wobei u; die skalierten Residuen (in Einheiten des Skalenparameters) darstellen.

7.2.1 Robuste M-Schiitzer

Nach HUBER [1964, 1981] lassen sich robuste Schitzer auf drei Grundtypen zuriickfiihren,
von denen sich die Klasse der M-Schitzer dadurch hervorhebt, daB sie durch
Verallgemeinerung des Maximum-Likelihood Prinzips entsteht, weil sie die MkQ fiir
normalverteilte Stichproben als Spezialfall enthilt. Fir einen gewissen Teil der
Beobachtungen wird dabei eine Normalverteilung angenommen, wihrend die Verteilung der
restlichen Beobachtungen als Storverteilung (z.B. grobe Fehler) betrachtet werden. Fiir
geoditische Aufgabenstellungen - und insbesondere hier bei Genauigkeitsanalysen fiir
Altkarten - sind sie daher von besonderem Interesse. Im folgenden sollen einige robuste
Schitzer vorgestellt werden, die fiir die numerischen Beispiele in dieser Arbeit verwendet
wurden.

(a) Huber-Schiitzer
Die von HUBER 1964 fiir robuste Schitzverfahren vorgeschlagene Zielfunktion lautet

1,2 i
p(u)={2u s fur |ul<k (7-73)

klu|-1k? ;fir |u|>k

wobei die Variable u nach (7-6) einzusetzen ist. Die Konstante k wird in der Terminologie
der robusten Schitzung als Tuningkonstante bezeichnet, mit deren Hilfe eine Anpassung
(Abstimmung) an die Datenqualitit vorgenommen werden kann. Sie ist ebenfalls, wie die Va-
riable u, in Einheiten des Skalenparameters (s) definiert. So entspricht z.B. k=2 dem 2-fachen
Wert des Skalenparameters.

Kennzeichnend fiir diese Zielfunktion ist, daB sie innerhalb der Bereiches [-k, k] mit der qua-
dratischen Zielfunktion nach der MkQ identisch ist und auBerhalb (im Gegensatz zur MkQ)
linear verlauft. Fiir k — oo geht der Huber-Schitzer in die MkQ iiber.

Die aus der Zielfunktion (7-7a) abgeleitete y- und Gewichtsfunktion des Huber-Schitzers
ergeben sich nach (7-4) und (7-5) wie folgt:

s fur  |u|<k

u N u
= ; t: = — -
v { sign)-k fur fuzk T SEA =1 (7-70)
1 ;fir |ul<k
w)=1k fir Ju|2k (7-7¢)

Jue]
Die Graphen der Funktionen (7-7) sind in der Abbildung 7.1 dargestellt.
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Abb. 7.1: Ziel-, y- und Gewichtsfunktion des Huber-Schiitzers

mit der Tuningkonstanten: k=1.5

(b) Hampel-Schitzer

Dieser von HAMPEL (siche ANDREWS [1972]) vorgeschlagene Schitzer hingt von drei
Tuningkonstanten a, b und ¢ ab. In der Regel werden sie in dem Verhiltnis a:b:c = 1:2:4
festgelegt. Je nach Datenqualitit konnen aber auch andere Relationen verwendet werden. Die
Tuningkonstante a ist hierbei identisch mit der Tuningkonstante des Huber-Schitzers, so daB
a =k gilt. Die Ziel-, - und Gewichtsfunktion des Hampel-Schitzers sind wie folgt definiert

und in der Abbildung 7.2 graphisch dargestellt:

w
aju|-+a’
2
P) =1 ab-La® + (c—b)= 1—(3i‘—|)
2 c—b
1,2 a
ab—7a" +(c—-b)—-
. 2
[ fir |ul<a
a-sign(u) ; fiir a<|u|< b
(u) = 1 —_
v a-sign(u)-c—lub| ; fiir b<|u|<c
c-—
| 0 fir Ju|2c
1 fir |ul<a
2 ; fira<|u|<b
way =1 141
a ¢ a ’
— e s fir b<ful<c
|u] c=b c-b _
L 0 - sfir  Jul|zc

s fir Jul<a
; fiira<lu|<b

; fiir b<ju|<c

s fir  |ul2c

(7-8a)

(7-8b)

(7-8¢)
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...............

Abb. 7.2: Ziel-, y- und Gewichtsfunktion des Hampel-Schiitzers mit
den Tuningkonstanten: a=1.5, b=3.0, c=4.5

Bei einem Vergleich der y- bzw. Gewichtsfunktion mit dem Huber-Schitzer wird deutlich,
daB bis zur Tuningkonstanten b sich beide Schitzer gleich verhalten. Dann aber wird der
EinfluB der Beobachtungen beim Hampel-Schiitzer deutlicher abgedidmpft und ab der Grenze
c auf Null gesetzt, d.h. Beobachtungen, deren Residuen groBer/gleich dem c-fachen Wert des
Skalenparameters sind, gehen nicht mehr in die robuste Berechnung ein. Bei stark konta-
minierten (verschmutzten) Daten ist dieser Schitzer daher dem Huber-Schitzer vorzuziehen.

Im Gegensatz zum Huber-Schitzer oder der MkQ stellt die Funktion

flx)=e*? _ (7-9)

im statistischen Sinne aber keine echte Dichtefunktion dar, da sie auBSerhalb des Intervalls
[-c, c] konstant ist und damit keine Standardisierung der Verteilungsfunktion in der Form

[fax=1 (7-10)

durchgefiihrt werden kann. Von der statistischen Bedeutung her gesehenen ist dies zwar von
Nachteil. Als Mittel zur Abschirmung grober Fehler und im Hinblick auf eine realistische
Parameterschétzung ist der Hampel-Schitzer dennoch von hohem Stellenwert.

(c) Danische Methode

Diese Methode (nach einer Idee von KRARUP [1980]) wurde entwickelt, um auf einfache und
schnelle Weise grobe Fehler zu entdecken. Im folgenden soll hier nur die fiir die rechnerische
Realisierung der Parameterschitzung interessierende Gewichtsfunktion angegeben werden:

1 sfir Ju|<k
wu)=1 _l (7-11)
e* fir |u|2k

Sie hat einerseits den Vorteil, daB sie nur von einer Tuningkonstanten (k) abhingt und an-
dererseits, daB8 sie im Vergleich zum Huber- und Hampel-Schitzer durch den schnell
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riickldufig wirkenden Expotentialansatz wesentlich robuster ist (siche dazu CASPARY [1987]).
Der EinfluB von Beobachtungen/Residuen auf die Parameterschitzung wird daher ab der
Grenze k erheblich geddampft.

(d) Methode der ,,variablen Kontaminierung*

Mit dieser vom Autor speziell fiir Altkartenuntersuchungen entwickelten Methode (bisher un-
veroffentlicht) wird ein Schitzer vorgestellt (im folgenden V-Schéitzer genannt; wobei "V"
fiir variabel steht), der von zwei Tuningkonstanten k und ¢ abhingt. Mit der ersten Konstanten
k wird zunichst eine Grobabstimmung der Datenqualitit festgelegt, die wie bisher iiblich den
Splitpunkt kennzeichnet, bis zu dem eine Normalverteilung der Daten angenommen wird. Mit
Hilfe der zweiten Konstanten ¢ kann eine Feinabstimmung in Abhingigkeit eines vermuteten
Verschmutzungsgrades der Daten auBerhalb der Grenze k vorgenommen werden.

Die Konstante ¢ (im folgenden auch Kontaminierungskonstante genannt) wird bei dieser
Methode als Funktion des Verschmutzungsgrades (€) und der vorgegebenen Tuningkonstan-
ten k definiert

c=¢-k ; mit: 0<¢e<1 (7-12)

wodurch ¢ im Intervall [0, k] festgelegt ist.

Fiir den Verschmutzungsgrad (€) konnen die in der folgenden Tabelle angefiihrten Werte als
Anhalt verwendet werden: ‘

Verschmutzung €
schwach, geringfiigig 00..03
mittelmaBig 0.3..0.7
extrem 0.7..10

Die Ziel-, - und Gewichtsfunktion dieses Schitzers sind folgendermaBen definiert und in der
Abbildung 7.3 fiir einen mittleren Verschmutzungsgrad graphisch dargestellt.

iy’ ; fir |ul<k
p(u) =
(k—=c)-(Ju|+ c-In(jul-c)) + C ; fiir ul>2k
mit: C=1k?>—(k-c)-(k+c-Ink-c)) (7-13a)

wobei 0<c<k

u ; fir ul<k
v =1, k=¢ o ek Wobei 0Scsk (7-13b)
|uf-c
1 ; fir Ju|<k
w(u) = |ki_c fur [uf2 k wobei 0<c<k (7-13c¢)
ul-c :
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Abb. 7.3: Ziel-, y- und Gewichtsfunktion des V-Schiitzers mit den Tuningkonstanten
k =1.5 und ¢ = 0.9 bei einem mittleren Verschmutzungsgrad (¢ = 0.6)

Der EinfluB des Verschmutzungsgrades bzw. der Kontaminierungskonstanten auf die Ziel-,
- und Gewichtsfunktion dieses Schitzers wird deutlich, wenn ¢ in der Nihe des Anfangs-
und Endpunktes des Begrenzungsintervalls [0, k] liegt (siehe die folgende Abb. 7.4).

A ) )
‘ 4 k=15
3 5 k=13 | 3 £=09
\ / £=02 c=135
; 2o S e=03 | | T .. 2 e
. —~ *\ R e
____/% l / 7 Vi
> u . «—tJ 2 gﬁ—.
s 4 3 2 a4/ 1k2 3 4 5 S—t—3—g 1 0 152 3 4 5 ©
o e p(u) N p(w)
— ¥ ¥()
2 w(u) 2 w(u)

Abb. 7.4: EinfluB des Verschmutzungsgrades (€) auf die Ziel-, y- und Gewichtsfunktion des
V-Schiitzers. Links: geringer Verschmutzungsgrad (¢=0.2). Rechts: extremer
Verschmutzungsgrad (¢ = 0.9).

Die Eigenschaften dieses Schitzers bestehen darin, daB er einerseits fiir ¢ = 0 exakt in den
Huber-Schitzer nach (7-7) iibergeht und andererseits, daB fiir ¢ = k der EinfluB der Beobach-
tungen ab der Grenze Kk fiir die Parameterschitzungen auf Null gesetzt werden kann. Durch
geeignete Wahl der Kontaminierungskonstanten c lassen sich zudem der Hampel-Schitzer als
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auch die ddnische Methode angenihert emulieren. Des weiteren ergibt sich aus der Ziel-
funktion (7-13a) eine echte Dichte- und Verteilungsfunktion nach (7-9) und (7-10).

(e Methode der kleinsten absolutén Summe (LAS)

Bei dem fiir Altkartenuntersuchungen wichtigen Vergleichspunktverfahren (siehe Kap. 5.2)
mit Hilfe ausgleichender Koordinatentransformationen (z.B. Ahnlichkeitstransformation)
wird fiir jeden PaBpunkt ein Restklaffungsvektor (v) aus den Residuen in x- und y-Richtung
(v,,v,) zwischen dem Ziel- und dem transformierten Ausgangssystem erhalten:

vT={v,.v} (7-14)

Eine Minimierung der Summe der absoluten Betriige aller x- und y-Residuen ist hier aber
nicht sinnvoll, da bei Restklaffungsvektoren, die ungefihr in Richtung der Hauptachsen des
Koordinatensystems zeigen (v, oder v, =0), wegen der Gewichtsfunktion nach (7-5b)
unverhiltnismiBig groBe Gewichte auftreten wiirden und nur bei v, =v =0 angebracht
wiren, was aber in der Regel nicht der Fall ist.

Bei der Methode der kleinsten absoluten Summe (LAS: Least Absolute Sum) werden daher
nicht die Residuen, sonder die Léngen der Restklaffungsvektoren (d;) der einzelnen Punkte
herangezogen: ‘

np
2 d; = min ; n, = Anzahl der Punkte
=1

mit ' (7-15)
d; = +,fvjj + vjj

Dieser Minimierungsansatz fiihrt auf die Gewichtsfunktion (siche CASPARY [1987])

1
W(d;)=— (7-16)

J

die bekanntlich eine Hyperbel darstellt. Bei der rechnerischen Umsetzung ersetzt man d;
zweckmiBig durch d; + 6, wobei § ein angemessener kleiner Wert (z.B. 107°) darstellt, der
imFalle d; = 0 eine Division durch Null verhindert.

Da sich das berechnete Gewicht nach (7-16) immer auf einen einzelnen (Beobachtungs)Punkt
(x;,y;) bezieht, muB bei der Festlegung der Gewichtsmatrix darauf geachtet werden, dal
sowohl der x- als auch der y-Koordinate dieses Punktes das gleiche Gewicht zugeordnet wird.

Die LAS-Methode hat die benutzerfreundliche Eigenschaft, da sie ohne Tuningkonstante(n)
auskommt und in rechentechnischer Hinsicht einfach und problemlos zu realisieren ist. Zu-
dem ist sie eine Methode, die unempfindlich auf Ausreier reagiert. Empirische Untersuchun-
gen fiir Altkartenuntersuchungen haben gezeigt, daf} ihr Stellenwert etwa dem des Huber-
Schitzers entspricht. :

Im iibrigen 148t sich diese Methode (Anwendung der Lingen von Restklaffungsvektoren an-
stelle der x- und y-Residuen) durch eine entsprechende Modifikation der Gewichtsfunktionen
auch auf alle bisher vorgestellten Schitzern anwenden (siehe dazu CASPARY [1987] und das
numerische Beispiel im Kapitel 7.3). Dann allerdings ist auch die Festlegung der spezifischen
Tuningkonstanten zwingend erforderlich.
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7.2.2 Rechentechnische Realisierung der Parameterschiitzung

Die Bestimmung der Parameter mit robusten Zielfunktionen fiihrt in der Regel auf die Auf-
16sung eines nichtlinearen Gleichungssystems der Ordnung m (m = Anzahl der unbekannten
Parameter), wozu es verschiedenen Methoden gibt (siehe BORUTTA [1988]). Im folgenden soll
hier das Verfahren der iterativen Anwendung des Kleinste-Quadrate Algorithmus vorgestellt
werden, das auf BEATON/TURKEY [1974] zuriickgeht. Es ist im Gegensatz zu anderen
Verfahren einfach und problemlos zu realisieren und konvergiert nach relativ wenigen
Schritten.

(a) Grundprinzip (ein-Parameter-Schitzung)

Ausgehend von dem Minimumsansatz nach (7-3) bzw. der impliziten Darstellung nach (7-4)
und in Verbindung mit (7-6)

n

Y pw) =ip("""‘)=nﬁn Sy V) = 2w(""‘*‘)=0 1)

i=1 i=1 B 8

erhdlt man durch Substitution von  («) = u-w () nach (7-5b) und einigen Umformungen
eine Berechnungsformel in Analogie zum gewichteten arithmetischen Mittel (2-11a):

n

)y i-x,.)_xi E":P.-'x.-

T
i1 s _ izl P X

n 2. n T
Z X x,.) gp‘ pe

i=1 S

;  n = Anzahlder Beobachtungen (7-18)

Da der zu bestimmende Parameter X aber auch als Argument in der Gewichtsfunktion (w)
enthalten ist, 148t er sich nur iterativ bestimmen.

Setzt man als Startwert nach (7-1) den Median

2 = med(x,) (7-19a)

lautet die Iterationsvorschrift zur Berechnung des Lage- und Skalenparameters

IS

s® = med(] 8 - x,)

2.0 x, o L k=0,1,2, (7-19b)
g k1) _ izl mit : p(k) — (X -x,)

X A s

n
*) §
ZP.-
i=1

J

wobei k der Iterationsindex bedeutet. Kennzeichnend fiir diesen Algorithmus sind die bei
jedem lIterationsschritt neu berechneten Gewichte (p,) aufgrund des verbesserten Lagepa-
rameters. Die Iteration kann abgebrochen werden, wenn sowohl die Anderung des Schitz-
wertes fiir den Lageparameter (X ) als auch fiir den Skalenparameter (s) hinreichend klein
ausfillt.

Fiir die simultane Schitzung von Lage- und Skalenparameter lassen sich noch andere Verfah-
ren anfiihren, die darauf hinauslaufen, den Skalenparameter ebenfalls als M-Schitzer zu be-
stimmen, wobei durch Vorgabe einer Konstanten eine Angleichung an die Normalverteilung
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erzielt werden kann, wenn die Beobachtungen normalverteilten Grundgesamtheiten entspre-
chen (siche BORUTTA [1988]). Da dies bei Altkartenuntersuchungen aber generell nicht zu er-
warten ist, soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden. Der Algorithmus nach (7-9)
kann daher als ausreichend fiir die Berechnung des Lage- und Skalenparameters bei Alt-
kartenuntersuchungen angesehen werden.

(b) Verallgemeinerung (mehr-Parameter-Schitzung)

Ausgehend von einem linearen Ausgleichungsmodell nach (2-2a)

l+v=Ax ; P (7-20)

fiilhrt die Verallgemeinerung des im vorhergehenden Abschnittes (a) dargelegten Grund-
prinzips hier auf den Minimierungsansatz

= w n ia'].j’.] - li n Ta
Zp(ui)zzp(v')zzl) 22 = p(.a_g__l
i=1

—
= S i=1 S i=1

wobei n die Anzahl der Beobachtungen, m die Anzahl der Unbekannten, a; die Elemente der
A-Matrix und a; der Zeilenvektor (i-te Beobachtung) der A-Matrix bedeuten.

Fiir die Schitzung der unbekannten Parametern (X ) erhélt man nach der MkQ (siehe (2-4a))

x=(ATPA)'ATPI (7-22)

wobei hier aber die Elemente der Gewichtsmatrix (P) mit Hilfe einer robusten Gewichts-
funktion berechnet werden:

w(u) W V; W aiT’A‘ -, firi = i

)= —_— = _— ; fir: =

p; =1\ s s ! (7-23)
0 ; fiici # j

Da diese Gewichtsmatrix aber wiederum vom Losungsvektor X abhéngt, ergibt sich die Not-
wendigkeit einer iterativen Berechnung, die wie folgt durchgefiihrt werden kann:

£ =(ATPPAYTATP ]
() _ aTok) _
Vi(k) o (k)li =012
S = m A
ed(l(\;,) ) L PO —E (7-24)
sy _ | W] = | sfiiri=j i,j=1,2,-,n
Py = (s("’
0 Jfiri # j

Als Startwert fiir die Gewichtsmatrix wird die Einheitsmatrix (E) eingesetzt und bei jedem
Iterationsschritt (k =0, 1, 2, ... ) durchlaufen die Indizes i, j die Werte von eins bis n = Anzahl
der Beobachtungen. Die Tteration wird abgebrochen, wenn die Anderungen der Schitzwerte
fiir X und s hinreichend klein ausfallen.
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Modifikation des Iterationsschemas fiir die LAS-Methode:

Da bei der LAS-Methode (siche Abschnitt (e)) die Gewichte nicht aus den Residuen, sondern
aus den Lingen der Restklaffungsvektoren (d ;) berechnet werden, muf das Iterationsschema
von (7-24) etwas modifiziert werden:

2P = (ATPPA)TATP®]
vi? =ai & - k=0,1,2
s® = med(| v |) PO =E (7-25)
N o Ay e
P+ _ diag[d;k) ,d?") , d;") ’d;") , e, d;:" , d;f) |

Hier durchlduft bei jedem Iterationsschritt fiir die Berechnung der Residuen der Index i die
Werte von eins bis n und fiir die Berechnung der Liingen der Restklaffungsvektoren der Index
J die Werte von eins bis n, = n/2 = Anzahl der Punkte, wobei Vy-; und v, die im Vektor
v=AX~1 aufeinanderfolgenden x- und y-Residuen darstellen, wenn das Ausgleichungs-
modell (7-20) so angelegt ist, daB im Beobachtungsvektor (1) die Zielkoordinaten (x, y)
ebenfalls alternierend angeordnet sind: 17 —{xl,yl, X ¥25 s Xps Yy f-

Die Bezeichnung "diag" in (7-25) driickt aus, daB die Reihe der aufgelisteten Argumente
(Gewichte) die Hauptdiagonale der Gewichtsmatrix (P) definiert. Alle anderen Elemente von
P sind immer auf Null zu setzen.

Um den IterationsprozeB etwas zu beschleunigen, braucht der Skalenparameter (s) nicht
unbedingt bei jedem Iterationsschritt neu berechnet werden, da er hier keinen EinfluB auf die
Berechnungen der Gewichte hat. Es geniigt auch, wenn er nach AbschluB der Iteration aus
den endgiiltigen Residuen berechnet wird.

7.3 Praktischer Einsatz von robusten Schitzern

Bei praktischen Anwendungen muB zunichst die Festlegung einer oder mehrerer Tuningkon-
stanten der robusten Schitzer in Abhéngigkeit von der Datenqualitit gefunden werden. Fiir
geoditische Aufgabenstellungen existieren hierzu umfangreiche Untersuchungen, deren Er-
gebnisse aber auch fiir Genauigkeitsuntersuchungen bei Altkarten als Anhalt fiir die Wahl
dieser Konstanten herangezogen werden konnen (sieche BORUTTA[1987], ANDREWS [1972)).

So wird normalerweise die Tuningkonstante des Huber-Schitzers auf k = 1.5 gesetzt, wobei
dieser Wert auch bei allen anderen hier vorgestellten robusten Schitzern (mit Ausnahme der
reinen LAS-Methode) verwendet werden kann. Fiir den Hampel-Schitzer setzt man a =k, so
daB sich die anderen Konstanten b und ¢ aus dem (zuvor festgesetzten) Verhiltnis der drex
Tuning-Parameter zueinander (z.B.: a:b:c=1:2:4 oder 1:2:3) berechnen lassen.

Bei ersten Untersuchungen (siehe numerisches Beispiel in Tabelle 7.1 zur MaBstabsbestim-
mung einer Altkarte mit Hilfe der Ahnlichkeitstransformation) zeigt sich allerdings, da8 die
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Wahl der Tuningkonstanten (k) einen geringeren Einflu ausiibt als die Wahl der Schitz-
methode (Huber, Hampel, ...). Hier besteht noch Forschungsbedarf, um die Ursachen niher zu
untersuchen.

‘Die Frage, welcher robuste Schitzer fiir eine vorliegende Altkarte herangezogen werden soll,
kann generell nach dem Verschmutzungsgrad entschieden werden, der aufgrund von Vor-
untersuchungen (z.B. Streuungsdiagramm, Restklaffungsvektoren) vermutet werden kann. So
wird man den Huber-Schitzer bei geringfiigig verschmutzten Daten einsetzen, den Hampel-
Schitzer und die dinische Methode bei mittelmé8iger bis starker Verschmutzung. Mit dem
V-Schiitzer 148t sich der gesamte Bereich von geringer bis zur extremer Verschmutzung bei
geeigneter Wahl des Kontaminierungsgrades (€) und der Tuningkonstanten (k) abdecken, so
daB diese Methode universell, insbesondere fiir Programmapplikationen, eingesetzt werden
kann.

Wie unterschiedlich die Berechnungen mit den verschiedenen robusten Schitzern ausfallen
kénnen, soll ein numerisches Beispiel zur Bestimmung des Mafstabes fiir die Tirolkarte
demonstrieren, wobei als Altkartenabbildung die rechteckige Plattkarte mit einem lingen-
treuen Parallelkreis von ¢ = 27° gewihlt wird (siehe dazu Anhang B.1) Auf der Grundlage
einer ausgleichenden Ahnlichkeitstransformation und der Transformationsrichtung: "alt-nach-
neu", werden die MaBstabsberechnungen in Abhingigkeit von drei verschiedenen Tuning-
konstanten (k = 1.25, 1.50, 1.75) durchgefiihrt (siehe Tabelle 7.1). Fiir die Gewichtsfunktio-
nen w(u) der jeweiligen Schétzer wurden die Argumente (#;) nach (7-6) aus den Lingen der
Restklaffungsvektoren (d;) wie folgt abgeleitet:

u,.=d""d : d,.=1/v§i+v;, . d=med(d,) ; s=med(|d,-d]|)

s
Des weiteren wurde fiir alle Schétzer das Gewicht w(u) = 1 fiir d; < d+k-s festgelegt.

K Huber Hampel Dinische V-Schiitzer MkQ
(atb:c = 1:2:3) Methode €=09 (zum Vergleich)
1.25 152 231 150 029 148 433 148 449
1.50 152 766 150 334 147 355 149 216 155908
1.75 153 196 150 899 148 659 150 015

Tab. 7.1: MaBstabsbestimmungen "alt-nach-neu" fiir die Tirolkarte mit verschiedenen ro-
‘busten Schitzern. Die mittlere Streuung betrigt bei allen Schitzern ca. + 700 und
wurde nach Formel (7-26) und (7-27) — siehe folgendes Kapitel 7.4 — abgeleitet.

Da man bei dieser Altkarte von einer extremen Verschmutzung der Daten ausgehen mu8, lie-
fern fiir k=1.25 die dénische Methode oder der V-Schitzer (hier mit einem hohen Konta-
minierungsgrad von € = 0.9) die vertrauenswiirdigsten Ergebnisse.

7.4 Schitzunsicherheit der robusten Parameterschiatzung

Die traditionelle Schitzung der Standardabweichung (s,) der unbekannten Parameter (X) ei-
nes linearen Ausgleichungsmodells der Form 1+ v = AX, die mit Hilfe der MkQ ermittelt
wurden, erfolgt unter der Annahme normalverteilter und vieler Beobachtungen (n — <) all-
gemein nach

s, =5, JZ}T ; q; aus: Q=(A"PA)™ (7-26)
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wobet s, der Gewichtseinheitsfehler und q; das i-te Diagonalelement der Q-Matrix darstellt
(siehe auch Kap. 2). Um die Schitzunsicherheit (Streuung) der mit robusten Schitzverfahren
ermittelten Parameter zu erhalten, muf ein zu (7-26) iquivalenter mathematischer Ausdruck
gefunden werden, der insbesondere auf die Bestimmung eines robusten Gewichtseinheits-
fehlers (so) hinauslauft. Nach HUBER [1981] 148t sich dieser angenzhert wie folgt ermitteln:

[ n= Anzahl der Beobachtungen
1 2 w(u)?-s? V(1) = Werte der y — Funktion
o= |2 —11 5 mit { w(ux) = Gewichte _ (7-27a)
l = Resid
(n Zw(u)) w=" mit v = Residuen
\ s s = MAD

Die Eigenschaft dieser Schitzfunktion besteht darin, daB im Falle k — oo fiir die y-Funktion
W(u) = u und fiir die Gewichtsfunktion w(u) = 1 gilt, so daB der Ausdruck (7-27a) in die kon-
ventionelle Schitzung der Standardabweichung iibergeht. Durch Multiplizieren mit dem

Faktor +/(n-1)/(n— p) kann eine Verallgemeinerung fiir ein Ausgleichungsmodell mit meh-

reren Parametern (p = Anzahl der Unbekannten) vorgenommen werden. Werden die Argu-
mente (#;) nach (7-6) aber aus den Lingen der Restklaffungsvektoren (d;) abgeleitet — bei
Altkartenuntersuchungen mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformation der Normalfall (siche
Kap. 7.3 und Tabelle 7.1) — ist hier p = 1 zu setzen.

Da nach (7-5b) y(u) = w(u)-u gilt, kann (7-27a) als Funktion der (robusten) Gewichte und
der Residuen sowie den Konstanten n und s auch folgendermaBen vereinfacht angegeben

werden:
So — S‘n . Z(W(u)'u) (7‘27b)
Y w(u) \/ n-1

Durch Einsetzen von (7-27) in (7-26) erhilt man die gesuchten StreuungsmaBe fiir die ermit-
telten robusten Parameterschitzungen. Wie empirische Untersuchungen gezeigt haben, kann
die Wahrscheinlichkeit mit ca. 50% angegeben werden. Das heiBt z.B. fiir die Streuung des
Medians (X ), da ca. 50% aller Beobachtungen im Intervall X + s, liegen.

Auf robuste Parameterschitzungen mit Hilfe der LAS-Methode kann die Formel (7-27) nicht
angewendet werden, da hier die Gewichte nicht direkt aus den Residuen und dem MAD abge-
leitet werden (siehe dazu Kap. 7.2.1(e)). Als Ersatz (fiir Vergleichszwecke bei Altkartenunter-
suchungen hinreichend genau) kann die Schitzung des Gewichtseinheitsfehlers nach (2-5a)
hergenommen werden, wobei nach HUBER [1981] eine riickwirkende Anpassung an die (ro-
buste) Streuung durch den Faktor 0.6745 vorgenommen werden kann, wenn die Beobachtun-
gen normalverteilt sind:

n = Anzahl der Beobachtungen

viPy . | p=Anzahlder Unbekannten
mit . (7-28)
n—-p v = Vektor der Residuen

5o = 0.6745-

P = Gewichtsmatrix

Da bei Stichproben fiir Altkartenuntersuchungen aber keine Normalverteilung vermutet wer-
den kann (siehe Kap. 6), ist die Formel (7-28) nur fiir grobe Abschitzungen sinnvoll.

102



Kapitel 8: Visualisierung von Genauigkeitsanalysen

Kapitel 8

Visualisierung von Genauigkeitsanalysen

MaBzahlen und Genauigkeitsangaben, wie z.B. mittlerer Maf3stab und Standardabweichung
sind Ergebnisse von Ausgleichungsrechnungen und représentieren die zu untersuchenden
Altkarten im ganzen. Zur Beurteilung lokalen Genauigkeiten miissen die bei den Berechnun-
gen anfallenden Einzelwerte bzw. die Abweichungen (Residuen) vom Referenzmodell heran-
gezogen werden. Der Nachteil dieser bei Altkartenuntersuchungen in sehr hoher Anzahl rein
digital vorliegenden Daten liegt in ihrer mangelnden Anschaulichkeit. Aus diesem Grund sind
graphische Darstellungen der Untersuchungsergebnisse besonders geeignet, da sie unmittel-
bar auf einen Blick die Genauigkeit bzw. Ungenauigkeit der Altkarte in ihrer lokalen Diffe-
renzierung fiir den gesamten Kartenausschnitt zeigen.

Einen Uberblick iiber die bis heute bekannten graphischen Verfahren liefert die Arbeit von
FORSTNER und OEHRLI [1998]. Danach lassen sich (mindestens) 10 Methoden anfiihren, die
zum Teil auch in Kombinationen angewendet werden konnen. Im Sinne der Aufgabenstellung
der vorliegenden Arbeit soll hier aber nur auf Moglichkeiten und Ansitze neuer Visuali-
sierungsverfahren eingegangen werden, die auf folgende drei Grundverfahren zuriickgehen:

» Restklaffungsvektoren
¢ Dreiecksvermaschung
¢ Regulires Gitternetz

Wegen der unterschiedlichen Aufgabenstellungen und benutzerspezifischen Anforderungen
konnen die meisten dieser graphischen Methoden mit professionellen Mathematikprogram-
men (z.B. Mathcad, Mathematica) in der Regel nicht zufriedenstellend gelost werden. Die
hier dokumentierten Abbildungsbeispiele sind das Ergebnis von Applikationen, die speziell
fiir Altkartenuntersuchungen im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden, aber noch mit
professionellen Graphikprogrammen (z.B. FreeHand) zu Prisentationszwecken nachbear-
beitet wurden. Die Nachbearbeitung beschrénkte sich dabei lediglich auf die Festlegung von
Strichstédrken, Farben und Textformatierungen.

8.1 Methode der Restklaffungsvektoren

Die Darstellung von Restklaffungsvektoren v* = (v, v ,) aus den Residuen in x- und y-Rich-
tung, wie sie aus einer ausgleichenden Koordinatentransformation (z.B. Ahnlichkeits- oder
Affintransformation) ermittelt werden (zur Berechnung siehe Kap. 2.2 und 5.2), ist eine sehr
anschauliche Methode lokale Verzerrungen der Ortslagen in der Altkarte sichtbar zu machen,
da sie die Richtungen und Liingen als Verbesserungen zu den jeweiligen Referenzpunkten
nach einer modernen Karte aufzeigen. Die Lingen der Restklaffungsvektoren sollten dabei
moglichst unverzerrt, also im VektormaBstab 1 : 1 wiedergegeben werden, da bei Altkarten-
untersuchungen wegen der generell groen Residuen eine Skalierung (in der Regel Vergrofe-
rung) nicht notwendig ist. In Ausnahmefillen (bei iiberwiegend kleinen Restklaffungsvekto-
ren) kann davon aber abgesehen werden.
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Die Darstellung der Restklaffungsvektoren (i.d.R. Verbesserungsvektoren) erfolgt zweck-
maBig im Koordinatensystem der Altkarte, damit z.B. bei einer kombinierten Darstellung mit
einer unterlegten Altkarte, die PaBpunkte deckungsgleich mit den entsprechenden Ortslagen
in der Altkarte gebracht werden konnen (siehe folgende Abb. 8.1).
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Abb. 8.1: Restklaffungsvektoren (VektormaBstab 2 : 1) mit der unterlegten Karte des Frin-
kischen Kreises von DAVID SETZLIN aus dem Jahre 1576. In: [BRUNNER, 1995]

Diese herkémmliche Form der Darstellung von Restklaffungsvektoren (mit oder ohne unter-
legter Altkarte) ist hdufig angewandt und publiziert worden. Um eine differenziertere Ge-
nauigkeitsaussage zu erhalten, ist es aber wiinschenswert ausreifierverdiichtige Punkte und
grobe Fehler deutlich sichtbar hervorzuheben. Diese Méglichkeit einer verbesserten Dar-
stellung soll im folgenden an zwei Beispielen demonstriert werden, wobei gleichzeitig der
Vorteil des Einsatzes robuster Schéitzverfahren veranschaulicht werden soll, in dem die Rest-
klaffungsvektoren zunidchst traditionell nach der Methode der kleinsten Quadrate (MkQ) und
dann mit Hilfe der robusten Schitzung berechnet werden.

Als AusreiBerkriterium wurde hier die 3-Sigma-Regel angewendet, d.h. alle Restklaffungs-
vektoren deren Abweichungen vom Mittelwert der Restklaffungsvektoren groBer als der drei-
fache Betrag der Standardabweichung sind, werden in der graphischen Darstellung (im Ge-
gensatz zu den restlichen Restklaffungsvektoren) z.B. durch eine andere Farbe gekennzeich-
net, so daB die ausreifferverdiichtigen Punkte sofort auf einen Blick erkannt werden konnen.

Die Lingen der Restklaffungsvektoren werden sowohl bei der MkQ als auch bei der robusten
Schitzung generell nach d, =+,/v; +v, berechnet, wobei die Residuen und damit auch Lan-

gen der einzelnen Restklaffungsvektoren nach beiden Verfahren aber unterschiedlich sind.
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Bei der traditionellen Vorgehensweise ergeben sich fiir die mittlere Lédnge der Restklaf-
fungsvektoren (d ) und deren Standardabweichung (s, )

=

Y|
It
S | =
X

i=1

Der Testwert wird dann wie folgt definiert: T, =d +3-,.

Bei der robusten Schitzung ergeben sich nach den Formeln (7-1,2) die dquivalenten GroBen
Lageparameter: d = med(d,) und Skalenparameter: s, = med(|d, —d|). Als Testwert
wird T, =d +3-s,,, festgelegt.

Uberschreiten die Lingen der einzelnen Restklaffungsvektoren d, die entsprechenden Test-

werte T; bzw. T, werden sie in der graphischen Darstellung markiert (rof). Die folgenden
Abbildungen 8.2 und 8.3 demonstrieren anschaulich die Wirkungsweise dieser Methode.

Abb. 8.2:
Restklaffungs-
vektoren nach der
Methode der
kleinsten Quadrate
fur die Tirolkarte
von BURGKLECHNER
aus dem Jahre 1611.

Von 316 Punkten
werden sechs grobe
Fehler erkannt.

Mittierer Punktfehler: 109 mm

Abb. 8.3:
Restklaffungsvekto-
ren nach robustem
Schitzverfahren
(Dénische Methode
mit k = 1.5) fiir die
Tirolkarte von
BURGKLECHNER aus
dem Jahre 1611.

Von 316 Punkten
werden neben sechs
groben Fehlern noch
29 ausreifler-
verddchtige Punkte

Mittlerer Punktfehler: 67 mm
R erkannt.
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8.2 Methode der Dreiecksvermaschung

Diese Methode hat insbesondere den Vorteil, daB sie universell fiir eine Vielzahl von gra-
phischen Darstellungsverfahren zur Visualisierung von Genauigkeitsanalysen einsetzbar
ist. So lassen sich mit ihr z.B.:

— traditionelle Dreiecksseiten- und Dreiecksflichenmethoden realisieren
(sieche FORSTNER und OEHRLI [1998]),

— topologische Unstimmigkeiten in der Altkarte nachweisen,

— Isolinien zur graphischen Darstellung von (absoluten und relativen) Genauigkeits-
maBen (Isodeformate) und Verzerrungsgitter generieren sowie grobe Fehler aufdecken.

Nachfolgend soll hier im Sinne der Aufgabenstellung der vorliegenden Arbeit nur auf die
Methoden zur Erkennung topologischer Unstimmigkeiten und auf die o.a. Maoglichkeiten
der Isoliniendarstellung eingegangen werden.

8.2.1 Optimale Dreiecksvermaschung

Die Anwendung dieser Methode verlangt eine optimale Dreiecksvermaschung des zu
untersuchenden unregelmiBig verteilten Punktfeldes. Das dazu am haufigsten verwendete
Verfahren ist die Delaunay-Triangulation (DELAUNAY [1934]). Vereinfacht ausgedriickt,
wird ausgehend von der kleinsten Basis-Dreiecksseite, aus der Menge der benachbarten
Punkte derjenige ausgewihlt, der den groBten Scheitelwinkel zu dieser Basisseite bildet.
Dieser ProzeB wird sukzessiv fiir alle neu gefundenen Dreiecksseiten (jeweils zwei) wie-
derholt bis alle Punkte abgearbeitet sind. Im Endergebnis liefert die Delaunay-Triangula-
tion fiir jedes bestimmte Dreieck ein Zahlentripel aus Punktnummern, welche die zu ver-
bindenden Dreieckspunkte angibt.

Fiir die rechentechnische Realisierung existieren eine Menge veroffentlichter Vorschlige
und frei zugénglicher Quellprogramme fiir verschiedene Programmiersprachen und Platt-
formen (PC, Workstation). Der fiir die Programmierung hier verwendete Algorithmus
stammt von WATSON [1982]. Der Quellcode dazu ist klein (50 Zeilen) und das Programm
arbeitet auch bei sehr vielen Punkten sehr schnell und zuverlissig.

8.2.2 Erkennung von topologischen Unstimmigkeiten

Unter Topologie wird allgemein die Lehre von der Lage und Anordnung geometrischer
Gebilde im Raum oder in der Ebene verstanden. Da es in Altkarten hiufi g vorkommt, daB die
relativen Lageanordnungen von Ortspositionen (Istlagen) nicht mit den entsprechenden rela-
tiven Lageanordnungen der Ortspositionen nach einer modernen Karte (Sollagen) iiber-
einstimmen, werden im folgenden diese fehlerhaften Kartierungen als topologische Unstim-
migkeiten bzw. Widerspriiche bezeichnet, wobei diese sich ausschlieflich auf die geome-
trischen Lageanordnungen von Ortschaften relativ zueinander beziehen. Die Anzahl der mit
der nachstehend beschriebenen Methode lokalisierten topologischen Unstimmigkeiten kann
als ein weiteres GenauigkeitsmaB zur Beurteilung von Altkarten herangezogen werden.

Auf der Grundlage einer Delaunay-Triangulation mit den Punktkoordinaten nach einer
modernen Karte kann die Uberpriifung auf topologische Unstimmigkeiten relativ simpel
durchgefithrt werden. Dazu braucht lediglich gepriift werden, ob in jedem Dreieck der
Drehsinn der Numerierungsfolge der Dreieckspunkte (im Uhrzeigersinn bzw. gegen den
Uhrzeigersinn) auch in der Altkarte mit den entsprechenden homologen Dreieckspunkten
identisch ist. Ist der Drehsinn entgegengesetzt liegt nachweislich ein Widerspruch vor.
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Der Drehsinn 148t sich fiir irgendein (Delaunay-)Dreieck am einfachsten mit Hilfe einer
beliebigen Dreieckshohe ermitteln, im folgenden Querabweichung (q) genannt. Dazu be-
trachte man die Abbildung 8.4. Ausgehend von der Basisstrecke zwischen den ersten bei-
den Punkten (1-2) nach der modernen Karte, liegt der dritte Punkt rechts von der Basis-
strecke. Die Numerierungsfolge (und damit der Drehsinn) liegt hier also im Uhrzeigersinn
vor. In der Altkarte dagegen liegt der homologe dritte Punkt (3') links der homologen Ba-
sisstrecke (1'-2"). Damit liegt eine Umklappung des Ausgangsdreiecks iiber die Basisseite
vor, was zur Folge hat, daB sich eine Numerierungsfolge gegen den Uhrzeigersinn ergibt
und somit eine topologische Unstimmigkeit vorliegt.

Moderne Karte Altkarte

Abb. 8.4: Beispiel fiir das Auftreten eines topologischen Widerspruchs, wenn
die Querabweichungen (q bzw. ') des dritten (homologen) Drei-
eckspunktes von der Basisseite (1-2 bzw. 1'-2') in beiden Karten ent-
gegengesetzte Richtungen aufweisen.

Der Drehsinn kann iiber die Querabweichung (q) des dritten Punktes von der Basisstrecke
der ersten beiden Punkte bestimmt werden und wird aus den Punktkoordinaten nach der
modernen Karte wie folgt berechnet:

. . -y
q=(y;—y)-cos(@;,)—(x;—x,)-sin(@;,) ;mit &, = arctan( 3:2 _ xl)
2 1

Durch einsetzen der homologen Punktkoordinaten der Altkarte in die o.a. Formel ergibt
sich die entsprechende Querabweichung q'.

Die Entscheidung, ob eine topologische Unstimmigkeit in einem Dreieck vorliegt wird
allein iiber das Vorzeichen der Querabweichungen bestimmt. Haben beide Querab-
weichungen gleiche Vorzeichen, also (q<0 und q'<0) oder (q>0 und q'>0) liegt in beiden
Karten der gleiche Drehsinn und damit kein Widerspruch vor. Haben beide Querab-
weichungen dagegen ungleiche Vorzeichen, also (q<0 und q'>0) oder (q>0 und ¢'<0) liegt
in beiden Karten ein entgegengesetzter Drehsinn und damit ein topologischer Wider-
spruch vor.

Fiir die Visualisierung wird die Dreiecksvermaschung im Koordinatensystem der Altkarte
dargestellt, wobei sich die Punktverbindungen auf der Grundlage der Delaunay-Triangula-
tion nach der modernen Karte richten. Dadurch werden topologische Unstimmigkeiten so-
fort durch iiberschneidende Dreiecksseiten sichtbar. Um sie in der graphischen Darstel-
lung deutlich hervorzuheben ist es zweckmiBig sie mit einer anderen Farbe (z.B. rot) als
die iibrigen Dreiecke zu kennzeichnen (siche Abb. 8.5).
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Abb. 8.5: Dreiecksvermaschung des Punktfeldes der Ostfrieslandkarte von UBBO EMMIUS
(1595) auf der Grundlage einer Delaunay-Triangulation mit den Referenzpunkten
nach einer modernen Karte und Markierung von topologisch widerspriichlichen
Dreiecken (rot) und Restklaffungsvektoren (blau) nach einer Ahnlichkeitstransfor-
mation, die auf die Ortspositionen der (lagerichtigen) Referenzpunkte zeigen.

Mit diesem Verfahren lassen sich zwar auf einfache Weise topologische Unstimmigkeiten
feststellen. Es kann aber nicht immer mit Bestimmtheit gesagt werden, welche(r) von den drei
Punkten einer Dreiecksmasche dafiir verantwortlich ist. Als Entscheidungshilfe zur Uber-
priifung der Rohdaten und Eliminierung grob fehlerhafter bzw. fehlerverdichtiger Dreiecks-
punkte konnen hier z.B. die Restklaffungsvektoren nach einer (robusten) Ahnlichkeits- oder
Affintransformation herangezogen werden, die zusitzlich in die graphische Darstellung ein-
getragen werden (siehe Abb. 8.5). In einem topologisch widerspriichlichen Dreieck wird man
dann zuerst denjenigen Punkt iiberpriifen, der den groBten Restklaffungsvektor aufweist.

Wiinschenswert wire hier eine weitestgehend vollautomatische rechnerische Reduzierung to-
pologisch widerspriichlicher Punkte, was sich aber als sehr schwierig erweist, da auch mit
Restklaffungsvektoren die Fehlerursache nicht immer eindeutig geklirt werden kann. Hier
besteht auf jeden Fall noch Forschungsbedarf.

Erganzend sei noch erwihnt, daB zur vollstindigen Topologiepriifung nach dem hier vorge-
stellten Verfahren sie auch in umgekehrter Richtung durchgefiihrt werden mu8, d.h. die De-
launay-Triangulation wird dann auf der Grundlage der Altkartenpunkte berechnet und die
Punktverbindungen erfolgen mit den Punktkoordinaten der modernen Karte. Erst dann wird
eine umfassende Aussage iiber die Topologieeigenschaft der vorliegenden Altkarte erhalten.
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8.2.3 Isolinien

Die geliufigsten Formen von Isolinien-Darstellungen bei Genauigkeitsuntersuchungen fiir
Altkarten sind
o Isodeformate

¢ Verzerrungsgitter (auch: Verzerrungsnetze)

und stellen neben den Restklaffungsvektoren zwei weitere sehr anschauliche Methoden dar.
Dariiber hinaus lassen sich mit der hier vorgestellten Methode zur Generierung von Verzer-
rungsgittern auch Ausreiffer und grobe Fehler aufdecken.

(a) Isodeformate

Unter Isodeformaten werden im allgemeinen Linien verstanden, die Punkte gleicher Verzer-
rungwerte (bzw. Fehler) verbinden. Dazu zihlen bei Genauigkeitsanalysen fiir Altkarten an
erster Stelle Linien gleicher Restklaffungsbetrige, wobei die Restklaffungsvektoren der ein-
zelnen PaBpunkte z.B. nach einer ausgleichenden Affintransformation ermittelt wurden. Es
konnen aber auch Isodeformate mit relativen Genauigkeitsangaben, wie z.B. Abweichungen
vom mittleren Restklaffungsvektor dargestellt werden. Die Moglichkeiten zur Darstellung von
Isodeformaten sind vielfiltig und héngen vom jeweiligen Zweck der gewiinschten Aussage
ab. :

Unter der Annahme, daB die Einzelwerte ein Kontinuum beschreiben, entspricht die Bestim-
mung von Isodeformaten der Aufgabenstellung, wie man sie fiir die Ableitung von Hohen-
linien aus einem digitalen Geldnde- bzw. Hohenmodell kennt, nur daB8 anstelle der Hohen-
koten (z;) hier z.B. die Lingen der Restklaffungsvektoren (d;) treten. Fiir die automatische
Generierung von Isolinien existiert seit Einsatz der elektronischen Datenverarbeitung eine
Vielzahl veroffentlichter Vorschlidge aus den Natur- und Ingenieurwissenschaften, wobei
die Berechnung auf der Grundlage von Dreieckselementen wesentlich anspruchsvoller und
aufwendiger ist, als beispielsweise iiber regulire Gitternetzpunkte (siche Kap.8.3).

Die einfachste und hier bei Genauigkeitsanalysen fiir Altkarten in einigen Fillen vollig aus-
reichende Methode ist die lineare Interpolation, wobei jede Dreiecksmasche als ortho-
gonale Projektion einer Schréiigebene durch die drei "Hohenkoten" z;, z2, z3 (hier z.B. Léngen
der Restklaffungsvektoren) angesehen wird.

y- x,=x,+a; cos(,,)
‘ P(x,, ¥, 2.) y, =y +a;-sin(a;)
mit
i~
& Pty 2.) a;, =58, H
$12 = +\/(x2 "'x1)2 +(y, - }’1)2

_________ o, = arctan( Y2~ yl]
P(x, v, z.) 2%

X

Abb. 8.6: Lineare Interpolation auf einer Dreiecksseite zur Berechnung
der Lagekoordinaten (x;, y;) von runden Konturwerten (z;)
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Schlesienkarte von Martin Helwig (1561)

Linien glelcher Restklaffungsvektoren
mit unterlegter Drelecksvermaschung

Langen der
Restklaffungsvektoren

—— 70-80 mm
—— 50-60 mm
— 30-40 mm

Abb. 8.7:  Lineare Interpolationsmethode zur Darstellung von Isodeformaten (Linien glei-
cher Restklaffen) mit hinterlegter Dreiecksvermaschung. Deutlich zu sehen ist die
dichte Scharung der Isolinien im unten rechten Bereich der Karte, wo Rest-
klaffungsvektoren bis zu einer Linge von 90 mm auftreten.

Dazu wird der Reihe nach in jedem mit Hilfe der Delaunay-Triangulation gefundenen Drei-
ecken (definiert durch die jeweiligen Punktnummern) auf den einzelnen Seiten eine lineare
Interpolation mit den vorgegebenen runden Kontur- bzw. Niveauwerten @i=2z1,22,..,2)
vorgenommen (siche Abb. 8.6). Innerhalb eines jeden Dreiecks brauchen jetzt nur noch die
auf den Dreiecksseiten gefundenen Punkte mit gleichem Konturwert gradlinig verbunden
werden. Die Abbildung 8.7 zeigt das Ergebnis dieses Verfahrens am Beispiel der Schiesien-
karte von MARTIN HELWIG zur Darstellung von Linien gleicher Restklaffen mit der hinter-
legten Dreiecksvermaschung. Fiir Interpretationsaussagen ist es natiirlich erforderlich, daB die
einzelnen Isolinien mit den entsprechenden Niveauwerten beschriftet werden. Zum Zweck der
besseren Lesbarkeit wurde aber hier eine farbige Differenzierung der Konturwerte (Langen
der Restklaffungsvektoren) vorgenommen. ‘

Anstatt die Punkte gleicher Konturwerte linear zu verbinden, besteht hier noch die Moglich-
keit, die Punktverbindungen z.B. mit Hilfe von Splinefunktionen [SPATH, 1986] vorzuneh-
men. Diese Methode eignet sich aber generell nur fiir solche Fille, bei denen keine enge
Scharung der Isolinien aufiritt, denn bekanntlicher Weise neigt die Splinefunktion bei extre-
men Richtungsinderungen aufeinander folgender Punkte zum starken iiberschwingen, was zur
Folge haben kann, da eng benachbarte Isolinien sich gegenseitig schneiden, was unerwiinscht
ist. Abhilfe kann hier in der Regel eine groBer gewihlte Aquidistanz schaffen.
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Schlesienkarte von Martin Helwig (1561)
- Linien gleicher Restklaffungsvektoren -

Langen der
Restklaffungsvektoren

) = 70-90 mm
N — 50-60mm
\ — 30-40mm

Abb. 8.8: Darstellung von Isodeformaten mit Hilfe einer bivariaten Interpolation iiber Drei-
eckselemente durch Polynome 5. Ordnung

Um einen harmonisch glatten Verlauf der Isolinien (ohne Uberschneidungen) zu erhalten,
miissen den Dreiecksmaschen Fldchen héherer Ordnung zugeordnet werden, wobei gewéhr-
leistet werden muB, daB die Funktionsansitze einen stetigen und differenzierbaren Ubergang
zwischen benachbarten Dreieckselementen besitzen miissen.

Dazu wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Softwareprogramm entwickelt, das auf dem ver-
offentlichten Algorithmus von PREUSSER [1983, 1984] zuriickgeht und hier speziell fiir die
graphischen Darstellungen bei Altkartenuntersuchungen modifiziert wurde. Der Funktions-
ansatz fiir die Berechnung der Isolinien ist eine bivariate Interpolation iiber die Dreiecks-
elemente durch Polynome 5. Ordnung mit C;-Kontinuitit (stetiger und differenzierbarer Uber-
gang zwischen benachbarten Dreiecksmaschen).

Abbildung 8.8 zeigt die Anwendung dieses Verfahrens fiir die Schlesienkarte von MARTIN
HELWIG, wobei die Konturwerte (Lingen der Restklaffungsvektoren) farbig differenziert
dargestellt werden.

(b) Verzerrungsgitter

Die Methode zur Darstellung von Verzerrungsgittern wird in der Literatur hiufig IMHOF
[1939, 1964] zugeschrieben. Die Anwendung wurde aber schon lange vor ihm (Ende des 19.
Jahrhunderts), damals noch unter der Bezeichnung "Kartometrische Methode" von HERMANN
WAGNER (1840-1929) praktiziert (nach FORSTNER und OEHRLI [1998]).
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Unter einem Verzerrungsgitter wird die Abbildung von geographischen oder kartesischen Iso-
linien nach einer modernen Karte in der Altkarte verstanden. Die Gitterlinien stellen demnach

die Punktverbindungen gleicher (runder) Koordinatenwerte dar. Bei Altkartenuntersuchungen
sind das entweder:

— Linien gleicher geographischer Lingen und Breiten (A;, ¢; = konstant) oder
— Linien gleicher kartesischer Koordinaten (x;, y; = konstant).
Verzerrungsgitter zeigen gleichermaBen Dehnungen, Stauchungen und Verdrehungen in der

lokalen Differenzierung fiir die gesamte Altkarte auf und stellen ein ausgezeichnetes Hilfs-
mittel zur Visualisierung und Beurteilung der Genauigkeit alter Karten dar.

Abb. 8.9a Abb. 8.9b

Abb. 8.9c Abb. 8.9d —_—

Abb. 8.9: Verzerrungsgitter (a,b) und Verzerrungslinien (c,d) der Schlesienkarte von MARTIN
HELWIG (1561). Generiert durch lineare Interpolation auf den Dreiecksseiten,

wobei Interpolationspunkte mit gleichen Niveauwerten hier durch Splinefunktionen
verbunden wurden.

Fiir die Darstellung eines Verzerrungsgitters auf der Grundlage einer Delaunay-Triangulation,
kénnen die gleichen im Abschnitt (a) beschriebenen Algorithmen angewendet werden. Die
Berechnung erfolgt allerdings getrennt nach den Koordinaten-Hauptrichtungen, wobei z.B.
fir die z-Koordinaten entweder die geographischen Lingen ();) oder die geographischen
Breiten (¢;) der Ortspositionen nach einer modernen Karte eingesetzt werden. Eine anschlie-
Bende Zusammenfiigung dieser getrennt berechneten Isolinien ergibt schlieBlich das gesuchte
Verzerrungsgitter (siche Abb. 8.9a,b).
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Bei der Darstellung von Verzerrungsgittern sollte eine angemessene Maschenweite (Aqui-
distanz) der Isolinien gewihlt werden, damit lokale Verzerrungen deutlich herauskommen.
Hiufig wird eine zu grobe Maschenweite gewihlt. Kleine lokale Ausschwingungen der ein-
zelnen Isolinien - hervorgerufen durch die im Vergleich zur Aquidistanz der Isolinien dichtere
Dreiecksvermaschung - haben wenig Aussagekraft, weil der Abstand zu den benachbarten
Isolinien zu gro8 ist. -

In Abbildung 8.9a ist dies z.B. deutlich zu erkennen. Die Maschenweite betrigt hier sowohl
fiir die geographischer Lingen als auch fiir die Breiten 30'. Dagegen betridgt die Maschen-
weite in Abbildung 8.9b nur 12' und ergibt eine wesentlich bessere Visualisierung der lokalen
Verzerrungen wieder. Sie macht aber ebenfalls deutlich, daB bei kleiner werdenden Ma-
schenweite auch mehr Fehler im Gitterlinienbild in Erscheinung treten, die sich z.B. durch s-
formige Kurvenziige, irregulir Uberschneidungen, Schlingenbildung oder im Extremfall ge-
schlossene Linienziige bemerkbar machen. Hauptursachen dafiir sind in der Regel - wenn
Eingabefehler absolut ausgeschlossen werden konnen - topologische Unstimmigkeiten der
Ortspositionen in der Altkarte.

Da bei lokalen Hiufungen dieser Fehler im Verzerrungsgitter ein kaum auseinander zu hal-
tendes Linienengewirr entsteht, empfiehlt sich fiir genaue Analysen eine getrennte Darstel-
lung der A- und @-Linien (Verzerrungslinien), wie sie z.B. in den Abbildungen 8.9c und 8.9d
(separiert aus dem Verzerrungsgitter nach Abb. 8.9b) wiedergegeben sind. Hinterlegt man in
den Darstellungen zusétzlich noch das Dreiecksnetz mit den entsprechende Punktnummern an
den Knotenpunkten, lassen sich fehlerhafte Punkte schnell und leicht identifizieren.

Noch detailliertere Aussagen erhilt man, wenn an Stelle der linearen Interpolationsmethode
die bivariater Interpolation iiber Dreieckselemente durch Polynome 5. Ordnung fiir die Be-
rechnung der Verzerrungslinien herangezogen wird, wie die folgende Abbildung 8.10 zeigt.

Abb. 8.10a &i Abb. 8.10b % S

Abb. 8.10: Darstellung von geographischen Verzerrungslinien (Aquidistanz: AA = A@ = 6')
der Schlesienkarte von MARTIN HELWIG mit Hilfe bivariater Interpolation iiber
Dreieckselemente durch Polynome 5. Ordnung

%%

Neben dem Vorteil der Erkennung von topologischen Unstimmigkeiten und den graphischen
Darstellungsméglichkeiten von Isodeformaten, Verzerrungsgittern bzw. Verzerrungs-
linien, liegt eine weitere Stirke der Triangulationsmethode darin, daB sie im Gegensatz zu
anderen Verfahren unabhiingig von einer vorab festzulegenden Altkartenabbildung ist.

Fiir die Darstellung der Veizerrungsgitter besteht allerdings aus den weiter oben dargeleg-

ten Griinden der generelle Nachteil in der getrennten (unabhingigen) Behandlung durch
Berechnung der Verzerrungslinien in den Hauptkoordinaten-Richtungen.
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8.3 Methode regulirer Gitternetze

Bei diesem Verfahren werden die Isolinien (hier Linien gleicher geographischer Lingen oder
Breiten (A;, ¢; = konstant)) auf der Grundlage eines regelmiBigen Gitters (Quadratgitter oder
Rechteckgitter) berechnet, wobei den Lagekoordinaten der Schnittpunkte des Gitters (x;, y;)
entsprechende z;-Koordinaten zugeordnet werden Dieses Verfahren ist relativ einfach, wobei
der verwendete Algorithmus durch eine stiickweise (pro Gittermasche) bikubische Spline-
Jfunktion realisiert wird. Um einen glatten Verlauf der Isolinien zu erhalten (ohne Knicke),
werden die Interpolationsfunktionen so bestimmt, daB zu beiden Seiten jeder (stiickweisen)
Gitterlinie neben der Steigung (1. Ableitung) auch noch die Kriimmung (2. Ableitung) gleich
ist. Zur rechentechnischen Umsetzung stehen in Programmbibliotheken entsprechende Unter-
programme zur Verfiigung, die fiir wissenschaftliche Zwecke in der Regel frei zuginglich
sind [siehe auch: SPATH, 1986].

Da bei Altkarten die Papunkte (Ortspositionen) aber unregelmiBig verteilt sind, besteht zu-
néchst das Problem, die z-Koordinaten (hier in der Regel die geographischen Soll-Koordina-
ten nach einer modernen Karte, also z=A bzw. z = ¢) zuvor auf die Lage der regelmiBig
angeordneten Gitterschnittpunkte umzurechnen. Hierzu werden meist Interpolationsverfahren
mit streckenabhéingigen Gewichtsfunktionen herangezogen (auch: Prddiktionsverfahren).

Konkrete Ansitze zur Anwendung dieser Methode fiir Altkarten wurden bereits in der
Diplomarbeit von WEISS [1985] realisiert. Aber auch hier besteht, wie schon bei der Triangu-
lationsmethode angesprochen, das gleiche Problem darin, daB die Berechnung der Verzer-
rungslinien getrennt nach den Hauptkoordinaten-Richtungen vorgenommen werden miis-
sen, da den z- Werten eines bestimmten Punktes immer nur eine Koordinate, also z.B.
entweder die geographische Linge (z; = ;) oder die geographische Breite (z; = ¢;) zuge-
ordnet werden kann.

Im folgenden soll hier eine neu entwickelte Methode zur Berechnung von Verzerrungsgittern
mit Hilfe der multiquadratischen Interpolation (sieche Kap. 2.3) vorgestellt werden. Der
schon mehrfach angesprochene Nachteil der getrennten Berechnung der Verzerrungslinien in
den Hauptkoordinaten-Richtungen entfillt hier vollstindig, weil bei diesem Verfahren
nicht mehr von der Vorstellung einer Modellfliche (Kontinuum) zur Ableitung der
jeweiligen Verzerrungslinien ausgegangen wird und somit auch das am Anfang dieses
Kapitels angesprochene Interpolationsverfahren zur Berechnung von Isolinien auf der
Grundlage eines regelmdfigen Gitternetzes nicht notwendig ist. Das Verzerrungsgitter wird
allein mit Hilfe der multiquadratischen Interpolationsmethode iiber Restklaffungsvektoren
generiert, die zuvor mit einer Ahnlichkeitstransformation zwischen der modernen Karte
und der Altkarte ermittelt wurden.

Nachstehend wird der Verfahrensablauf zur Generierung eines Verzerrungsgitters mit
geographischen Netzlinien am Beispiel der Preufienkarte von H. ZELL (1542) detailliert
beschrieben:

1. Berechnung kartesischer Soll-Koordinaten (Ausgangssystem) aus den geographischen
Koordinaten der PaBpunkte nach einer modernen Karte mit Hilfe einer addquaten Alt-
kartenabbildung (z.B. rechteckige Plattkarte; siehe Kap. 4), wobei es ausreicht, einen
ungefihren MaBstab der Altkarte einzusetzen.

2. Berechnung der Restklaffungsvektoren mit Hilfe einer ausgleichenden Ahnlichkeits-
transformation nach den Formeln (2-14) und (2-15). Die Punkte des Ausgangssystems
sind dabei die im 1. Schritt berechneten kartesischer Soll-Koordinaten (x, y) und das
Zielsystem ist das Punktfeld (X, Y) der Altkarte.
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3. Berechnung der multiquadratischen Interpolationsparameter (a, b) nach Formel (2-32d)
im Kap. 2.3, wobei die zuvor im 2. Schritt berechneten Komponenten der Restklaffungs-
vektoren (u, w) aber als negative Absolutgliedvektoren in das Gleichungssystem einge-
setzt werden miissen. Die Restklaffungsvektoren werden dadurch zu Fehlervektoren de-
klariert, die auf die fehlerhaft kartierten Ortslagen zeigen (siche Abb. 8.11).

4. Festlegung eines reguliren geographischen Netzlinienbildes iiber das gesamte Punkt-
feld des Ausgangssystems (moderne Karte) mit einer frei wihlbaren Maschenweite (AA,
A@) und Berechnung der kartesischen Soll-Koordinaten der geographischen Gitternetz-
schnittpunkte mit Hilfe der verwendeten Altkartenabbildung (siehe 1. Schritt).

5. Transformation der Schnittpunkte des geographischen Soll-Netzlinienbildes in das
Koordinatensystem der Altkarte mit Hilfe der im 2. Schritt ermittelten Transformations-
parameter der Ahnlichkeitstransformation (siche Abb. 8.11).

Abb. 8.11: Restklaffungsvektoren (hier: Fehlervektoren = negative Verbesserungsvekto-
ren) und geographisches Soll-Netzlinienbild, dargestellt im Koordinaten-
system der Altkarte (hier: ostorientiert) nach einer Ahnlichkeitstransformation.
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6. Berechnung von interpolierten Restklaffungsvektoren auf allen Schnittpunkten des Soll-
Gitternetzes im Koordinatensystem der Altkarte nach den Formeln (2-33) der multi-
quadratischen Interpolation. Diese Restklaffungsvektoren stellen Verschiebungsvektoren
der geographischen Netzschnittpunkte dar, deren Spitzen (Endpunkte) auf die verzerrten
Positionen in der Altkarte zeigen (sieche Abb. 8.12). Die alleinige Darstellung dieses
Vektorfeldes lassen bereits lokale Dehnungen und Stauchungen sowie Drehungen und
Verschiebungen deutlich werden.

Abb. 8.12: Verschiebungsvektoren der Schnittpunkte des geographischen Soll-
Netzlinienbildes, die mit Hilfe der multiquadratischen Interpolation auf der
Grundlage der Restklaffungsvektoren des Punktfeldes der Altkarte (siehe
Abb. 8.11) nach einer Ahnlichkeitstransformation berechnet wurden.

7. Die Verbindung der Spitzen (Endpunkte) der Verschiebungsvektoren entlang jeder Gitter-
linie in x- bzw. y-Richtung ergibt schlieBlich das Verzerrungsgitter (siche Abb. 8.13).
Um einen glatten Verlauf der Verzerrungslinien zu erhalten konnen die Punkte pro Linie
mittels Splinefunktionen verbunden werden.
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Zwar kann auch die Methode der multiquadratischen Interpolation nicht verhindern, daB es
u.U. hier und da wegen nicht zu vermeidender topologischer Unstimmigkeiten zu Faltungen
des Netzmaschenbildes kommt. Insgesamt gesehen ist das Linienbild in der Regel aber immer
ruhiger und ausgeglichener als bei der alternativen Triangulationsmethode. Zudem konnen in
sich geschlossene Verzerrungslinien hier nicht mehr auftreten.

Neben der reinen Darstellung eines Verzerrungsgitters empfehlen sich noch bestimmte Kom-
binationen mit anderen Einzeldarstellungen, wodurch die Visualisierung der Verzerrungs-
verhiltnisse der Altkarte in ihrer lokalen Differenzierung noch gesteigert werden kann
(siehe dazu die folgenden Abbildungen 8.14 und 8.15).

Abb. 8.14: Kombinierte Darstellung von Verbesserungsvektoren aufgrund einer Ahn-
lichkeitstransformation und Verzerrungsgitter nach der Multiquadratischen
Interpolationsmethode.
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Abb. 8.15: Kombinierte Darstellung des (fehlerfreien) Soll-Netzlinienbildes (diinne Linien)
" mit dem Verzerrungsgitter (dicke Linien).

In der kombinierten Darstellung von Verbesserungsvektoren und Verzerrungsgitter, wie
sie in der Abbildung 8.14 wiedergegeben ist, zeigen die Verbesserungsvektoren nicht nur auf
die Sollagen der homologen PaBpunkte nach einer modernen Karte, sondern machen in
Verbindung mit dem Verzerrungsgitter auch die Anomalien im lokalen Umfeld der Punkte
deutlich.

Die Abbildung 8.15 zeigt eine Kombination des (fehlerfreien) Soll-Netzlinienbildes mit dem
Verzerrungsgitter. Diese Art der Darstellung ist insbesondere geeignet, um vorwiegend lo-
kale Dehnungen und Stauchungen sowie Verschiebungen deutlich sichtbar zu machen. Sie
sollte allerdings ausschlieBlich nur als Einzeldarstellung, also ohne hinterlegter Altkarte ver-
wendet werden. '
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8.4 Beurteilung der Verzerrungsgitter-Verfahren

Im vorliegenden Kapitel 8 wurden neue Moglichkeiten und Ansitze der Visualisierung von
Genauigkeitsanalysen fiir Altkarten vorgestellt. Behandelt wurden dabei Restklaffungsvek-
toren, Isolinien, Erkennung von topologische Unstimmigkeiten sowie die Generierung von
Verzerrungsgittern. Mit Ausnahme der Methode der Restklaffungsvektoren, gehen die Ver-
fahren entweder auf die Triangulationsmethode oder die Gitternetzmethode mit Hilfe des
multiquadratischen Interpolationsverfahren (MQI) zuriick. Da insbesondere bei der Gene-
rierung von Verzerrungsgittern alternative Berechnungs- bzw. Darstellungsmethoden vorge-
stellt wurden, sollen im folgenden die Vor- und Nachteile zusammenfassend gegeniiber-
gestellt werden. '

Generierung von Verzerrungsnetzen mit Hilfe der Triangulationsmethode

Vorteile:  Aufdeckung von groben Eingabefehlern und topologischen Unstimmigkeiten
bei Voruntersuchungen (Plausibilititspriifungen).

* Relativ einfache und schnelle Berechnung des Verzerrungsgitters bei Anwen-
dung des linearen Interpolationsverfahrens.

* Unabhingig von einer vorab festzulegenden Altkartenabbildung. Das Verfahren
kommt daher vor allem fiir solche Altkarten in Frage, denen keine eindeutigen
Netzabbildungen zugeordnet werden konnen.

Nachteile: « Unharmonisches Gesamtbild des Verzerrungsgitters, das insbesondere bei topo-
logischen Unstimmigkeiten aufgrund der Berechnungsmethode bei einzelnen
Verzerrungslinien zu Schlingenbildung und geschlossenen Linienziigen fiihren
kann und dadurch in Teilbereichen der Altkarte kaum oder gar keine Ahnlich-
keit mehr mit der normalen Form eines Gitternetzes besitzt (fiir Prasentations-
zwecke in diesem Fall daher nicht geeignet).

» Aufwendige und spiirbar zeitintensive Berechnung bei Anwendung des Inter-
polationsverfahrens mit Polynomen 5. Ordnung.

o Getrennte, unabhingige Berechnung der Verzerrungslinien in den Hauptkoor-
dinaten-Richtungen, wodurch hiufig irregulire Uberschneidungen der Netz-
linien auftreten. '

Generierung von Verzerrungsgittern nach der Methode reguliirer Gitternetze mit
Hilfe der Multiquadratischen Interpolation (MQI)

Vorteile: « Harmonisches Gesamtbild des Verzerrungsgitters und damit hervorragend fiir
Prisentationszwecke einsetzbar.

* Minimaler EinfluB von groben Fehlern auf das Netzlinienbild (geschlossene
Verzerrungslinien kénnen hier nicht mehr auftreten).

Nachteile: « GroBer Speicherbedarf und daher zeitintensive Berechnung bei vielen Punkten.
* Die Altkartenabbildung mufl bekannt sein (ist allerdings meistens gegeben).

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daB beide Verfahren gleichermaBen fiir Genau-
igkeitsuntersuchungen von Altkarten geeignet sind, wobei die Triangulationsmethode haupt-
sdchlich bei Voruntersuchungen (Plausibilitétspriifungen) einzusetzen ist oder bei unbekann-
ter Altkartenabbildung und die Gitternetzmethode (MQI) vornehmlich fiir Prisentations-
zwecke (optimal in Kombination mit Verbesserungsvektoren und hinterlegter Altkarte).
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorstehende Arbeit beschiftigt sich mit den rechnerischen und visuellen Verfahren zur
Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten, wobei die Ergebnisse allein aus dem Karteninhalt (vor-
wiegend Ortspositionen) einer vorliegenden und zu untersuchenden Altkarte als eigenstindi-
ges Untersuchungsobjekt abgeleitet werden. Der allgemeine Verfahrensablauf (in verein-
fachter Darstellung) bei Altkartenuntersuchungen ist in der Abbildung 9.1 wiedergegeben.

Nach einer Einleitung und Zielsetzung der Arbeit werden die fiir Altkartenuntersuchungen
wichtigsten rechnerischen Methoden (z.B. Ausgleichungsrechnung nach der Methode der
kleinsten Quadrate, Koordinatentransformationen) in zeitgeméBer Terminologie zusammen-
gestellt. AnschlieBend wird auf die systematische Vorgehensweise bei der Erfassung sdmt-
licher fiir die Untersuchungen relevanten Daten (z.B. Auswahl der Punkte, Methoden der Ko-
ordinatenerfassung) eingegangen sowie Verfahren zur Plausibilititspriifung der ermittelten
Rohdaten beschrieben.

Da die Kartennetzentwiirfe der zu untersuchenden Altkarten einen wesentlichen EinfluB auf
die Berechnungsergebnisse haben, wird auf die Verfahren zur Verifizierung der wichtigsten
Altkartenabbildungen (z.B. die Plattkarte) detailliert eingegangen. AuBerdem werden Abbil-
dungsgleichungen fiir die hdufig vorkommende Trapezabbildung entwickelt, wobei drei
verschiedene Variationen vorgestellt werden, die bei Altkartenuntersuchungen auftreten
konnen. Dabei zeigt sich, daB die Verifizierung von Trapezkarten &uBerst problematisch und
nur bei guter Qualitit einer vorliegenden Altkarte effektiv ist.

Einen breiten Raum wird der Zusammenstellung der wichtigsten herkommlichen Methoden
zur MaBstabs- und Genauigkeitsbestimmung (z.B. das Vergleichsstrecken- und Vergleichs-
punkt-Verfahren) mit detaillierten Berechnungsformeln gewidmet, wobei auch die Problema-
tik der Genauigkeitsbestimmung von Teilgebieten in Altkarten beschrieben wird.

Die bei Altkartenuntersuchungen typisch auftretenden Streuungen von Stichproben sowie ihre
Hiufigkeitsverteilungen (z.B. MaBstabsbestimmungen aus Streckenvergleichen) werden an
praktischen Beispielen graphisch dokumentiert, wobei nachgewiesen wird, daB bei
Stichproben fiir Altkartenuntersuchungen generell keine Normalverteilung erwartet werden
kann. Die tatsichliche Verteilung ist im Einzelfall unbekannt. Eine allgemeingiiltige Modell-
verteilung konnte fiir das analysierte Datenmaterial nicht identifiziert werden. Das traditio-
nelle GenauigkeitsmaB - die Standardabweichung — ist daher schwer zu interpretieren. Im
Hinblick darauf, aber vor allem um den EinfluB inkonsistenter Beobachtungen (z.B. grobe
Fehler) auf die Parameterschitzungen, wie beispielsweise MaBstab und Standardabweichung
zu minimieren, werden robuste Schitzverfahren vorgeschlagen, die weitgehend verteilungs-
unabhéngig sind. Die Vorteile dieser Methode im Vergleich zu den traditionellen Verfahren
der Parameterschitzung (Methode der kleinsten Quadrate) werden aufgezeigt und die
rechentechnische Realisierung ausfiihrlich beschrieben.

Am SchluB werden neue Moglichkeiten und Ansitze zur Visualisierung der Ergebnisse von
Genauigkeitsanalysen mit entsprechenden Beispielen vorgestellit. Neben den Berechnungs-
und Darstellungsmethoden von Isodeformaten und Verzerrungsgittern, wird auch ein ein-
faches, aber effektiv arbeitendes Verfahren zur Erkennung von topologischen Unstimmig-
keiten in Altkarten auf der Grundlage einer optimalen Dreiecksvermaschung (Delaunay-
Triangulation) entwickelt.
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Rohdatenerfassung

!

Plausibilitiitspriifungen
und
Test auf topologische Widerspriiche

v

Korrigierte Daten I

v

Bestimmung einer
adiquaten Altkartenabbildung

| |

Rechnerische Ermittlungen Visualisierungen
Mittlerer Mafistab Restklaffungsvektdren
Standardabweichung des MaBstabs Verzerrungsgitter
Mittlere Orientierungsabweichung Isodeformate
Mittlerer Punktfehler Kombinationsdarstellungen
* Zuverlissigkeitder | | TTTTTTTTo—m—-
Graduierung im Kartenrahmen Topologische Widerspriiche

l l

Gésamtbeurteilung der untersuchten Altkarte

Abb.9.1: Vereinfachtes Ablaufschema der rechnerischen und visuellen Verfahren zur
Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten.
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Zur Komplettierung der Arbeit werden in einem Anhang neben den Formeln zur Transfor-
mation zwischen GauB-Kriiger-Koordinaten und ellipsoidischen geographischen Koordinaten
auch exemplarisch die Rechen- und Visualisierungsergebnisse von drei Altkarten (die Tirol-,
die Schlesien- und die Ostfrieslandkarte) wiedergegeben.

Die Beurteilung der vorgeschlagenen Verfahren zur Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten kommt
zu dem SchluB, daB bei den rein rechnerischen Methoden zur Parameterschitzung (z.B. mitt-
lerer MaBstab) nur das Vergleichspunktverfahren in Verbindung mit einem robusten Schatz-
verfahren die bestmoglichen Ergebnisse erwarten lassen. Dagegen haben alle vorgestellten
visuellen Verfahren ihre eigenstindige Berechtigung und hingen nur vom jeweiligen Zweck
ab. So empfiehlt sich z.B. ein Verzerrungsnetz zu Prisentationszwecken vorrangig mit Hilfe
des multiquadratischen Interpolationsansatzes darzustellen. Die alternative Moglichkeit der
Anwendung des Triangulationsverfahrens ist dagegen vor allem geeignet, ein Verzerrungs-
netz ohne Kenntnis der Altkartenabbildung darzustellen und dariiber hinaus topologische
Widerspriichlichkeiten sowie grobe Eingabefehler im Rahmen der Plausibilititspriifungen
aufzuzeigen. Von den vielfiltigen Moglichkeiten der visuellen Veranschaulichung der Ver-
zerrungsverhiltnisse von Altkarten empfiehlt sich insbesondere die Kombinationdarstellung
von Restklaffungsvektoren und Verzerrungsnetz.

Im Sinne der Zielsetzung soll die vorliegende Arbeit Grundlage fiir weiterfithrende und ver-
besserte Losungsverfahren zur Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten sein. Da eine ganze Reihe
von Schwierigkeiten angesprochen wurde, soll abschlieBend ein Uberblick iiber die wichtig-
sten Problempunkte gegeben werden, fiir die Entwicklungs- und Forschungsbedarf besteht:

e Beschleunigung der Datenerfassung. Winschenswert wiren hier Programmentwicklungen
mit benutzerfreundlicher graphischer Oberfliche, die auf der Grundlage gescannter Karten
(Altkarte, moderne Karte) eine rein digitale Bearbeitung (Bildschirm-Digitalisierung) zur
Erstellung der notwendigen Koordinatendateien erlauben. Zusitzlich konnten dabei topo-

_ logische Widerspriiche wihrend der Eingabe unmittelbar graphisch angezeigt werden.

e Einbindung von Genauigkeitsanalysen fiir linienhafte Objekte (z.B. Wasserlaufe).

o Entwicklung von rechentechnischen Verfahren zur Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten,
denen keine adiiquaten Kartennetzabbildungen zugeordnet werden konnen.

¢ Grundlegende Untersuchungen zur Problematik der Transformationsrichtung (Transfor-
mation der Punktkoordinaten der Altkarte in das Punktfeld des als fehlerfrei unterstellten
Soll-Koordinatensystems nach einer modernen Karte oder umgekehrt) bei Koordinaten-
transformationen nach dem Vergleichspunktverfahren (Ahnlichkeits- bzw. Affintrans-
formation).

e Programmentwicklungen fiir Genauigkeitsuntersuchungen von Teilgebieten einer Altkarte
zur Erkennung von Punktgruppen (Segmentierung) mit iiberwiegend gleichartigen Struk-
turen von Restklaffungsvektoren.

¢ Grundlegende Untersuchungen zu dem in Altkarten verwendeten Nullmeridian, um bei der
Beurteilung der Zuverléssigkeit der Graduierung des Kartenrahmens eine gesicherte Aus-
sage iiber die mittlere Verschiebung in Breitenkreisrichtung abzuleiten.

e Verbesserung des Verfahrens zur Erkennung von topologisch widerspriichlichen Punkten,
da auch mit Restklaffungsvektoren die Fehlerursache nicht immer eindeutig geklirt wer-
den kann, sowie - zu Vergleichszwecken - die Ableitung einer Mafzahl zur Beurteilung
der topologischen Unstimmigkeiten.
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* Empirische Untersuchungen an Altkarten zur Bestimmung von Standardvorgaben Siir
Tuningkonstanten in Abhingigkeit vom Verschmutzungsgrad der Daten (z.B.: schwach,
mittelméBig, extrem).

* Entwicklung einer statistischen Beschreibung fiir eine allgemeingiiltige Modellverteilung
von Stichproben bei Altkartenuntersuchungen.

* Entwicklung einer mathematischen Formel zur Ableitung einer fiir Vergleichszwecke all-
gemeingiiltigen Mapzahl fiir die Genauigkeit einer Altkarte (nicht im statistischen Sinne zu
verstehen), die aus mehreren unterschiedlichen, im Zuge der Gesamtuntersuchung ermit-
telten GenauigkeitsmaBen und sonstigen Ergebnissen abgeleitet wird, wie z.B. aus der
Standardabweichung und der Orientierungsabweichung sowie der Anzahl der topolo-
gischen Widerspriiche oder groben Fehler.

¢ Grundlegende Untersuchungen zu alten Mefverfahren und deren EinfluB auf die Genauig-
keitsbestimmung von Altkarten.

* Entwicklung einer universalen, auf graphischer Benutzerebene aufgesetzten Programm-
applikation zur Genauigkeitsanalyse fiir Altkarten.

124




‘Anhang A

Transformation zwischen
GauB-Kriiger-Koordinaten und
ellipsoidischen geographischen Koordinaten

Bei Altkartenuntersuchungen konnen Soll- bzw. Referenzkoordinaten von PaBpunkten in
Form von Gauf-Kriiger-Koordinaten oder ellipsoidischen geographischen Koordinaten vor-
liegen (siehe dazu Kap. 3: Datengewinnung und Plausibilititspriifung). Fiir einige Aufgaben-
stellungen bei Altkartenuntersuchungen kann es erforderlich sein, die GauB-Kriiger-Koordi-
naten in ellipsoidische geographische Koordinaten oder umgekehrt zu transformieren.

Im folgenden werden daher die in der Landesvermessung iiblich verwendeten Transfor-
mationsformeln wiedergegeben. Detaillierte Beschreibungen finden sich in den einschlégigen
Lehrbiichern zur Landesvermessung (z.B.: GROSSMANN [1976]).
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A.1 Allgemeine Definitionen, Konstanten und Grundfunktionen

Allgemeine Definitionen:
b4 Kennziffer des GauB-Kriiger-Meridianstreifens
Konstante: ¢ = 500 000 [m]

x,y  Konforme GauBsche Koordinaten [m] in geodiitischer Orientierung

o

Hauptmeridian des GauB-Kriiger-Meridianstreifens [°]
ellipsoidische geographische Linge [°]
ellipsoidische geographische Breite [°]

Rechtswert im GauB-Kriiger-System [m]
Hochwert im GauB-Kriiger-System [m]

S

Ellipsoidische Konstanten (hier exemplarisch fiir das Besselsche Erdellipsoid):

Grofie Halbachse: a=6377397.155m
Kleine Halbachse: b =6356078.963 m

2 _ 32 4
Quadrat der 1. numerischen Exzentrizitit: e = 2 2b = 00066743722
a

2 2
'z_a _b

b2

Quadrat der 2. numerischen Exzentrizitit: e =0.0067192188

Ellipsoidische Grundfunktionen:

a(1-¢?)

Meridiankriimmungshalbmesser: M (B) = PERPPRRYE (Al-1a)
(1-¢?sin?(B))

Querkriimmungshalbmesser: N(B)= —_qu_ (Al-1b)
1/1—e sin“(B)

A.2 Transformation ellipsoidischer geographischer Koordinaten
in konforme GauB-Kriiger-Koordinaten

A.2.1 Aufgabenstellung:
Gegeben: B, L und L,
Gesucht:  x,y bzw. H R

A.2.2 Berechnung der Meridianbogenliinge G als Funktion der geographischen Breite B

Die ellipsoidischen Meridianbogenlinge G bis zur geographischen Breite B wird fiir die nach-
stehenden Transformationsformeln benétigt und wird mit Hilfe des Meridiankriimmungs-
halbmessers M nach folgender Formel berechnet:
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- ) B N
G(B)= [ M(B)dB (A2-1)
‘ 0

Dieses Integral kann durch numerische Integrationsverfahren mit beliebiger Genauigkeit
gelost werden. Um das zu umgehen, kann aber auch die nachstehend in der Landes-
vermessung angewandte Formel benutzt werden

3
G(B)=E, B + Y,E,-sin(2k-B) (A2-2a)
k=1

wobei die geographische Breite B im GradmaB [5] zu verstehen ist.

Die Koeffizienten E; [m/°] in (A2-2a) bedeuten im einzelnen (SCHODLBAUER [1982], Teil 1):

E, = 111120.619608
E, = -15988.6383

2.
E,= 16.7300 (A2-25)
E, = -00218
A.2.3 Transformationsformeln:
Mit den Substitutionen .
N = N(B) nach (Al-1b)
G =G(B) nach (A2-1) bzw. (A2-2)
t = tan(B)
n* =e*-cos’(B)
sowie den Koeffizienten
a, = N -cos(B)
a, = E-cosz(B)-t
2
N
a, = Z-cos’(B)-(l— t*+n%)
a, = ﬁ-cos‘(B)-t-(S—tz +9-1%)
24 _
lauten die Transformationsformeln fiir die Bestimmung von x, y
x = G + a, A + a,-AU
5 (A2-3a)
y = aAL + ay-AL
wobei AL = arc(L— L,) der Langenunterschied im Bogenmaf3 bedeutet.
Die Gaup-Kriiger-Koordinaten werden dann wie folgt berechnet:
R=y + ¢ + z:10° . L
y v e vz mit: z=—2 (A2-3b)
H =X . 3 ’
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A.3 Transformation von GauB-Kriiger-Koordinaten
in ellipsoidische geographische Koordinaten

A.3.1 Aufgabenstellung
Gegeben: R H
Gesucht: L B

A.3.2 Berechnung der GauBschen konformen Koordinaten (x, y)

x=H
y=R-(z-10°4+¢) mitz
- c

Kennziffer (1. Ziffer des Rechtswertes R) (A3-1)
500000 m

A.3.3 Berechnung der geographischen Breite By des LotfuBpunktes (F)

Die geographische Breite Br des LotfuBpunktes (F) entspricht der Meridianbogenlinge von
Gy =x=H und wird fiir die spiter folgenden Transformationsformeln benétigt. Zur
Bestimmung der LotfuBbreite Br gibt es verschiedene Moglichkeiten. Die Aufgabenstellung
entspricht der Umkehrung von Formel (2-35) fiir die Berechnung der Meridianbogenlinge,
die allerdings nur iterativ gelost werden kann. So fiihrt die Anwendung des Newtonschen
Iterationsverfahrens auf folgende Formel:

G(B)-G, .G, Rt
m =BTy P v Startwertmit: By =000 P b P=

(A3-2)

Das Verfahren konvergiert sehr schnell und liefert nach 1-2 Iterationen ein genaues Ergebnis.

Statt dessen kann aber auch die in der Landesvermessung wegen ihrer einfachen Berechnung
verwendete Formel benutzt werden:

3
B, =0 + Y F,-sin(2k-0) (A3-3a)
k=1

Die Konstante o [°] und die Koeffizienten F, [°] bedeuten (SCHODLBAUER [1982, Teil 1)):

F, = 0.143885358

= —-i——— F, =0.000210790 ; (A3-3b)
111120.619608
F, =0.000000423
A.3.4 Transformationsformeln
Mit den Substitutionen
N, = N(B;) nach (Al-1b)
G, =G(B;) nach (A2-1) bzw. (A2-2)

t = tan(B,)

n? =e"*-cos’(B,)
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sowie den Koeffizienten

h=—-=>P
' N, -cos(B;)
p
b, =TT e (1 + Mz)
b, = p (1 + 222 + nd)
* 6-Nj-cos(B;) F F
) -
by=o et 5+ 3.t} + 6 -(1=17)]
F

lauten die Transformationsformeln fiir die Berechnung von B und L

B
L

B, + by’ + b,y
L, + by + by mit: L0'=3-z

(A3-4)
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Anhang B

Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt werden exemplarisch fiir drei Regionalkarten
¢ Tirolkarte (von MATTHIAS BURGKLECHNER aus dem Jahre 1611)
¢ Schlesienkarte (von MARTIN HELWIG aus dem Jahre 1561)

. Ostfrieslandkérte (von UBBO EMMIUS aus dem Jahre 1595)

Genauigkeitsanalysen durchgefiihrt. Diese Kartenbeispiele sind zwar nicht unbedingt repri-
sentativ, es lagen aber — da gut zuginglich — hervorragende Reproduktionen vor, die bereits
fiir andere kartographiehistorische Untersuchungen am Lehrstuhl fiir Topographie und Karto-
graphie der Universitit der Bundeswehr Miinchen genutzt wurden.

Neben allgemeinen Angaben zu den untersuchten Karten werden unter Anwendung der in
dieser Arbeit favorisierten Verfahren die Ergebnisse zur Bestimmung addquater Kartennetz-
abbildungen, robuste Parameterschitzungen, Untersuchungen zur Graduierung im Karten-
rahmen (soweit moglich) sowie topologische Unstimmigkeiten wiedergegeben. Nach den
rechnerischen Resultaten werden zur Visualisierung der Genauigkeitsanalysen die Verzer-
rungsverhiltnisse durch eine Kombinationsdarstellung von Restklaffungsvektoren und Ver-
zerrungsnetz verdeutlicht.
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Anhang B.1

Die Tirolkarte

von
. MATTHIAS BURGKLECHNER

aus dem Jahre 1611
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Abb. B.1.1: Ausschnitt (1:1) der Tirolkarte von MATTHIAS BURGKLECHNER (1611)
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B.1 Die Tirolkarte

1.

Allgemeine Angaben
Originaler Kartentitel:
Erscheinungsjahr und -ort:
Kartenmacher:
Graphische Technik:

Orientierung:

Originalformat mit Kartenrand (B x H):

Blattschnitt (Originalkarte):

Kartenstandorte:
Vorlage fiir die Genauigkeitsanalyse:

Literaturquellen:

B.1: Tirolkarte

Die fr. Grafschaft Tirol
1611, Innsbruck
Matthias Burgklechner d. J. (1573-1642)

Holzschnitt von Hans Rogel in 12 Blittern;
erstmals gedruckt im 19. Jahrhundert

Norden

1562 x 1655 mm

Awest = 31°00' 00", Aos =33°03' 30"
Qsua =46° 06' 00", @Onora =47° 18'00"

- Osterreichische Nationalbibliothek, Wien
- Tiroler Landesmuseum, Innsbruck

Papierabziige von 12 Filmnegativen 1:1
vom Nachdruck E. RICHTERs [1902]

FINSTERWALDER [1971], RICHTER [1902],
P1zzININI [1975], FEUERSTEIN [1912]

Bestimmung einer adiiquaten Kartennetzabbildung

Vermutung: Quadratische Plattkarte

Verifizierungsmethode: Ausgleichende Affintransformation (6-Parameter)

= MaBstabszahlen in x- und y-Richtung:

my = 176 056

my = 156 893

= Lingentreuer Parallelkreis (bei Annahme einer rechteckigen Plattkarte):

@0 = 26.98°

= Keine exakte quadratische Plattkarte, da der ermittelte Wert des lingentreuen
Parallelkreises deutlich vom Erwartungswert (@,° = 0°) abweicht. Der Unterschied

- zwischen den beiden MaBstabszahlen von ca. 10% ist allerdings relativ gering-
fiigig, so daB — unterstellt man eine Schrumpfung der Holzstocke in x-Richtung
vom Zeitpunkt des Originalstichs bis heute (inklusive Papierverzug der Vorlage) —
durchaus angenommen werden kann, da88 die Originalkartierung auf der Grundlage

einer quadratischen Plattkarte entstand.

= Festlegung der Altkartenabbildung fiir die nachstehenden Genauigkeitsanalysen:

bzw.

~ Affine Plattkarte

rechteckige Plattkarte (mit @, = 27°)
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3. Robuste Parameterschiitzungen
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Koordinatentransformation: Ausgleichende Ahnlichkeitstransformation (alt-nach-neu)

Robustes Schitzverfahren: V-Schitzer mitk =1.25 und € = 0.9

(Berechnung der StreuungsmaBe gemaB Kap.7.4)

Anzahl der zur Untersuchung herangezogenen Punkte: 305

=

Mittlerer MafBstab (in y-Richtung): 1:148 500 (+ 700)
Mittlerer MaBstab (in x-Richtung fiir die Blattmitte 46° 42): 1 : 114 300 (z 500)
Zum Vergleich: Die Berechnung auf der Grundlage einer (in diesem Fall nicht op-

timalen) exakten quadratischen Plattkarte (¢, = 0°), wiirde einen
mittleren Maf3stab von 1 : 157 800 (+700) ergeben.

Mittlere Orientierungsabweichung: -2.9°(£0.3°

Bei Anwendung einer Affintransformation zeigt sich, daf} fast keine mittlere Ab-
weichung von der Nordrichtung vorhanden ist (- 0.1°), wihrend die Breitengrade
dagegen eine mittlere Abweichung von der West-Ost-Richtung von ca. - 9° auf-
weisen.

Mittlere Linge der Restklaffungsvektoren (Median) in der Altkarte: 61 mm
(Lageparameter, kann als mittlerer Punktfehler gedeutet werden)

Mittlere absolute Abweichung vom Median (MAD) in der Altkarte: 30 mm
(Skalenparameter, kann zu Vergleichszwecken als Streuungsmap} benutzt werden)

Untersuchung zur Graduierung im Kartenrahmen

Mittlere Verschiebung in Meridianrichtung: +27.0' (04"

=

Schitzung des Nullmeridians:

Die geographischen Breiten sind um ca. % Grad zu klein angegeben (entspricht einer
Lageabweichung von ca. 31 cm in der Originalkarte =~ 49 km in der Natur).

Magliche Ursache: Unsachgemifle Bezifferung. Dafiir spricht insbesondere die
kuriose Graduierung dieser Altkarte, die innerhalb der run-
den und nach Norden aufsteigenden 1°-Abstinde fiir die
Parallelkreise im westlichen und éstlichen Kartenrahmen die
Bezifferung der Minutenangaben (in 6' Abstinden) aber in
siidlicher Richtung angibt.

20° 40' (+ 0.4') westl. v. Greenwich

= Abweichung von Ferro (17° 40): 3° westl. v. Ferro

Topologische Unstimmigkeiten

Anzahl der Dreiecksmaschen nach einer Delaunay-Triangulierung
in der Altkarte (IST) und in der modernen Karte (SOLL): 593 /592

Anzahl aller topologisch widerspriichlicher Dreiecksmaschen: 112
(durch vollstindigen Vergleich zw. IST- und SOLL-Triangulierung)

= Anzahl (von insgesamt 305 Punkten)

der topologisch widerspriichlichen Dreieckspunkte: 179 (= 58.7%)
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6. Visualisierungen der Verzerrungsverhiltnisse

Die Abbildung B.1.2 zeigt ein deutlich stark deformiertes geographisches Gitternetz, das eine
Folge der generell unzuldnglichen Kartierung der Ortspositionen dieser Altkarte ist. In Kom-
bination mit den hier sehr haufig auftretenden groSen Restklaffungsvektoren, werden die
Verzerrungsverhiltnisse der Tirolkarte anschaulich demonstriert.

Auch wenn im Mittel (nach einer ausgleichenden Affintransformation) die Abweichungen der
Meridianlinien von der Nordrichtung zwar nahezu Null ist, so zeigt die Abbildung im Detail
doch extreme Schwankungen innerhalb des Kartenfeldes. Ebenso auffillig sind die Ver-
schwenkungen der Parallelkreise zu erkennen, die am stirksten im nordlichen Teil auftreten.

47°

A
T

&

Abb. B.1.2: Restklaffungsvektoren (VektormafBstab 1:1) und Verzerrungsnetz (die geo-
graphischen L#ngen beziehen sich auf Greenwich) der Tirolkarte. Auf eine
Hinterlegung der Originalkarte wird verzichtet, da bei der hier notwendigen
starken Verkleinerung (auf 10%) keine Details mehr zu erkennen wéren.
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Die Schlesienkarte

von
MARTIN HELWIG

aus dem Jahre 1561
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B.2: Schlesienkarte

LIRS

Abb. B.2.1: Ausschnitt (1:1) der Schlesienkart
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Anhang B: Anwendungsbeispiele

B.2: Schlesienkarte

B.2 Die Schlesienkarte

1. Aligemeine Angaben
Originaler Kartentitel:
Erscheinungsjahr und -ort:
Kartenmacher:
Graphische Technik:

Orientierung:

Originalformat mit Kartenrand (B x H):

Blattschnitt (Originalkarte):

Kartenstandort(e):

Vorlage fiir die Genauigkeitsanalyse:

Literaturquellen:

- ohne Titel -
1561, Karlsruhe
Martin Helwig (1516-1574)

Holzschnitt von H. Kron in vier Holztafeln

_fiir das Kartenfeld und acht Seitenstiicken

fiir den Rahmen; altkoloriert.
Siiden
816 x 669 mm

Awest = 37° 14", Aoy =42° 52' (siidlich)
Awest = 37° 06", Aogt = 42° 56' (nordlich)

@sua =49° 36", Qroa = 52° 26

- Badische Landesbibliothek, Karlsruhe
- Staatsbibliothek Berlin, u.a.

Faksimile (auf 57% verkleinert) des Lehr-
stuhls fiir Kartographie und Topographie
der UniBwMiinchen; Beilage in: BRUNNER
u. MUSALL [1996]

BEINEKE u. BRUNNER [1996], SPATA [1996]
HEYER [1890]

2. Bestimmung einer adiquaten Kartennetzabbildung

Vermutung: Rechteckige Plattkarte

Verifizierungsmethode: Ausgleichende Affintransformation (6-Parameter)

> MaBstabszahlen in x- und y-Richtung:
my =517 874

my = 880 100

'© Lingentreuer Parallelkreis (bei Annahme einer rechteckigen Plattkarte):

Qo = 53.95°

Der ermittelte Wert des lingentreuen Parallelkreises liegt deutlich auBerhalb des
Kartenfeldes um ca. 1% Grad von der nérdlichen Blattbegrenzung entfernt, also
nicht wie bei einer normalen rechteckigen Plattkarte iiblich, durch die Mitte des

darzustellenden Gebietes.

= Festlegung der Altkartenabbildung fiir die nachstehenden Genauigkeitsanalysen:

bzw.

Affine Plattkarte

Rechteckige Plattkarte (mit @, = 54°)
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3.

Robuste Parameterschiitzungen
Koordinatentransformation: Ausgleichende Ahnlichkeitstransformation (alt-nach-neu)

Robustes Schitzverfahren: V-Schitzer mitk=1.5und € =0.5
(Berechnung der StreuungsmaBe gemiB Kap. 7.4)

Anzahl der zur Untersuchung herangezogenen Punkte: 180

= Mittlerer MaBstab (in y-Richtung): 1:511 500 (+ 1300)
Mittlerer MaBstab (in x-Richtung fiir die Blattmitte ¢ = 51°): 1 : 547 600 (+ 1 400)

Zum Vergleich: Die Berechnung mit dem (in diesem Fall nicht optimalen) Parallel-
kreis der mittleren Breite des Kartenausschnittes (@p = 51°), wiirde
einen mittleren Mapstab fiir die Blattmitte in x- und y-Richtung von
1:530700(+ 1500 )ergeben.

. ® Mittlere Orientierungsabweichung: +6.1° (£ 0.1°)
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Eine ausgleichende Affintransformation ergibt fiir sowohl fiir die Drehung der x-
Achse als auch der y-Achse fast den gleichen Betrag (die Abweichung vom
rechten Winkel der Hauptachsen betriigt nur -1°), so daf auf eine sehr solide
Kartierung geschlossen werden kann.

= Mittlere Liinge der Restklaffungsvektoren (Median) in der Altkarte: 14 mm
(Lageparameter, kann als mittlerer Punktfehler gedeutet werden)

= Mittlere absolute Abweichung vom Median (MAD) in der Altkarte: 6 mm
(Skalenparameter, kann zu Vergleichszwecken als Streuungsmap benutzt werden)

Untersuchung zur Graduierung im Kartenrahmen
Mittlere Verschiebung in Meridianrichtung: -4.2' (104"

= Die Breitenangaben sind um den fiir Altkarten erstaunlich geringen Betrag von vier
Minuten (entspricht einer Lageabweichung von 7 mm in der Originalkarte oder einer
Naturstrecke von 3.6 km) zu grof3 angegeben.

Schiétzung des Nullmeridians: 22° 56' (+1'") westl. v. Greenwich

= Abweichung von Ferro (17° 40'): 5°16' westl. v. Ferro

Magliche Ursache: HELWIG bezog sich auf Lingenangaben MERCATORs, bei dem
in seiner Karte von Europa (Duisburg, 1559) die gleiche Ab-
weichung auftritt (nach HEYER [1890]).

Topologische Unstimmigkeiten

Anzahl der Dreiecksmaschen nach einer Delaunay-Triangulierung
in der Altkarte (IST) und in der modernen Karte (SOLL): 344 /342

Anzahl aller topologisch widerspriichlicher Dreiecksmaschen: 25(= 7.3%)
(durch vollstindigen Vergleich zw. IST- und SOLL-Triangulierung)

= Anzahl (von insgesamt 180 Punkten)
topologisch widerspriichlicher Dreieckspunkte: 52 (= 28.9%)
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6. Visualisierung der Verzerrungsverhélnisse

Wie aus der Abbildung B.2.2 zu erkennen ist, treten grofie bis extreme Deformationen des
geographischen Gitternetzes der siidorientierten Schlesienkarte im siidwestlich (oben links),
im nordwestlichen (unten rechts) und im noérdlichen (unten Mitte) Teil der Karte auf. Die
Restklaffungsvektoren ragen dabei teilweise weit auflerhalb des Kartenfeldes heraus. Ver-
mutlich wollte HELWIG einige (fiir ihn wichtige) Ortschaften noch in die Karte tibernehmen,
war aber durch das Druckformat gebunden, so daB er auf die exakte Kartierung (sofern ihm
die genauen Ortspositionen iiberhaupt bekannt waren) verzichtete.
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Abb. B.2.2: Restklaffungsvektoren (VektormaBstab 1:1) und Verzerrungsnetz (die geo-
graphischen Lingenangaben beziehen sich auf Greenwich) der siidorientierten
Schlesienkarte von MARTIN HELWIG.
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Anhang B.3

Die Ostfrieslandkarte

von
UBBO EMMIUS

aus dem Jahre 1595
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Abb. B.3.1: Ausschnitt (1:1) der Ostfrieslandkarte von UBBO EMMIUS (1595)
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B.3: Ostfrieslandkarte

B.3 Die Ostfrieslandkarte

1.

Allgemeine Angaben

Originaler Kartentitel:

Erscheinungsjahr und -ort:
Kartenmacher:
Graphische Technik:

Orientierung:

Originalformat mit Kartenrand (B x H):

Blattschnitt:

Kartenstandort:

Vorlage fiir die Genauigkeitsanalyse:

Literaturquellen:

Typus Frisz Orient(alis)
1595, Amsterdam

Ubbo Emmius (1547-1625)
Kupferstich; altkoloriert
Norden

560 x 434 mm

Keine Graduierung im Kartenrahmen.

Durch Vergleich mit einer modernen Karte
liegen die Blattbegrenzungen ungeféhr bei:

Awest = 6° 38", Aosx = 8°18' (westl. v.G.)
QPsia = 53° 00', PNord = 53° 46 :
Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Faksimile des Lehrstuhls fiir Kartographie
und Topographie der Universitit der Bun-
deswehr Miinchen, 1995 (noch unver-

‘ offentlicht)

SCHUMACHER [1995]

Bestimmung einer adiquaten Kartennetzabbildung

Vermutung:.Rechteckig'e Plattkarte

Verifizierungsmethode: Ausgleichende Affintransformation (6-Parameter)

= MaBstabszahlen in x- und y-Richtuxig:

my =351 900 my

=212 053

= Lﬁngéntreuer Parallelkreis (bei Annahme einer rechteckigen Plattkarte):
@, =52.94°

Der ermittelte Wert des lingentreuen Parallelkreises liegt damit ungefihr auf der
geographischen Breite der siidlichen Blattbegrenzung der Altkarte von 53¢, so daf
angenommen werden kann, daB die Ostfrieslandkarte auf der Grundlage einer
rechteckigen Plattkarte konstruiert worden ist, wobei allerdings die (optimale)
Wahl des lingentreuen Parallelkreises in der Blattmitte (= 53.5°) dem Karten-
macher (falls ihm der Verzerrungseffekt iiberhaupt bekannt war) nicht so wichtig

erschien.

= Festlegung der Altkartenabbildung fiir die nachstehenden Untersuchungen:

bzw.

Affine Plattkarte

Rechteckige Plattkarte (mit ¢, = 53°)
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3. Robuste Parameterschitzungen

31

3.2

33

148

Koordinatentransformation: Ausgleichende Ahnlichkeitstransformation (alt-nach-neu)

Robustes Schitzverfahren: V-Schitzer mitk=1.5und e = 0.4

(Berechnung der StreuungsmaBe gemiB Kap. 7.4)

Da im westlichen und 6stlichen Teil der Ostfrieslandkarte nach SCHUMACHER [1995] un-
terschiedliche MaBstibe vorliegen, wird neben der Genauigkeitsanalyse fiir die Gesamt-
karte auch eine getrennte Berechnung fiir die Teilgebiete vorgenommen. Die Gebiets-
abgrenzung geht aus der Abbildung B.3.2 hervor.

Gesamtes Gebiet (306 Punkte)

=

Mittlerer MaBstab (in y-vRichtung): 1:212 200 (+ 200)
Mittlerer MaBstab (in x-Richtung fiir die Blattmitte ©=53°23"): 1:210 300 (+ 200)

Mittlere Orientierungsabweichung: +1.7° (2 0.1°

Eine ausgleichende Affintransformation ergibt sowohl fiir die Drehung der x-
Achse als auch der y-Achse fast den gleichen Betrag von +1.4° (+ 0.1 °). Die
Hauptachsen stehen somit im Mittel nahezu exakt senkrecht aufeinander.

Mittlere Liinge der Restklaffungsvektoren (Median): 2.7 mm
(Lageparameter, kann als mittlerer Punktfehler gedeutet werden)
Mittlere absolute Abweichung vom Median (MAD): 1.7 mm

(Skalenparameter, kann zu Vergleichszwecken als Streuungsmap benutzt werden )

Westlicher Teil (237 Punkte)

=

=N

Mittlerer MaBstab (in y-Richtung): 1:213 500 (+ 200)
Mittlere Orientierungsabweichung: +1.8° (x 0.1°)
Mittlere Liinge der Restklaffungsvektoren (Median): 2.1 mm
(Lageparameter, kann als mittlerer Punktfehler gedeutet werden)

Mittlere absolute Abweichung vom Median (MAD): 1.0 mm

(Skalenparameter, kann zu Vergleichszwecken als Streuungsmap benutzt werden )

Ostlicher Teil (69 Punkte)

2

=

Mittlerer MaBstab (in y-Richtung): 1 : 184 000 (+ 500)
Mittlere Orientierungsabweichung: -1.3° (2 0.2°)

Mittlere Liinge der Restklaffungsvektoren (Median) in der Altkarte: 2.3 mm
(Lageparameter, kann als mittlerer Punktfehler gedeutet werden)

Mittlere absolute Abweichung vom Median (MAD) in der Altkarte: 1.2 mm
(Skalenparameter, kann zu Vergleichszwecken als Streuungsmap benutzt werden )




Anhang B: Anwendungsbeispicle B.3: Ostfrieslandkarte

4. Topologische Unstimmigkeiten fiir das Gesamtgebiet

Anzahl der Dreiecksmaschen nach einer Delaunay-Triangulierung
in der Altkarte (IST) und in der modernen Karte (SOLL): 594 / 595

Anzabhl aller topologisch widerspriichlicher Dreiecksmaschen: 35 (= 6%)
(durch vollstindigen Vergleich zw. IST- und SOLL-Triangulierung)

= Anzahl (von insgesamt 306 Punkten)
der topologisch widerspriichlichen Dreieckspunkte: 62 (= 20%)

5. Visualisierung der Verzerrungsverhiiltnisse (Abb. B.3.2)

Die radial (nach innen) verlaufenden Restklaffungsvektoren im (nord)dstlichen Teil der Karte
weisen eindeutig auf eine regionale Mafistabsdnderung hin. Neben der Genauigkeitsanalyse
fiir die Gesamtkarte ist daher eine getrennte Berechnung fiir den westlichen und 6stlichen Teil
zwingend notwendig. Die Ursache der starken Deformation des geographischen Netzes in der
Mitte des siidlichen Randes der Karte liegt eindeutig an der grob fehlerhaften Kartierung der
Ortschaft Esterwegen (Lange des extrem groBen Restklaffungsvektors = 67 mm = 14 km im
NaturmaB), die EMMIUS vermutlich noch innerhalb des Kartenfeldes darstellen wollte (die
exakte Lage befindet sich — wie deutlich zu erkennen ist — auBerhalb des Kartenblattes).

Hr.i s
fLEe

ey

i

Westlicher Teil | Ostlicher Teil

Abb. B.3.2: Restklaffungsvektoren (VektormafBstab 1:1) und Verzerrungsnetz (die geo-
graphischen Lingen beziehen sich auf Greenwich) fiir das Gesamtgebiet der
Ostfrieslandkarte.
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