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Calculabilit6

Introduction

Ces notes de cours introduisent la notion do fonction calculable en
6tudiant le formalisme du X-calcul.

Ces notes consistent pr6sentement en deux chapitres.

Le premier chapitre traito du formalismo do base :s le-K-calcuI pur
avoc: la P-convorsion. Ce formalisme est trait6 do fagon homogbne, avec
'usage syst~matique do la structure abstraito do do Bruijn. Les
d6finitions sont exprim~es do manibre compl~tement constructive et
mime ox6cutable, dans le langage CAML. Une mhthodo uniforme do
marquago pormot de d6gager simploment l'idho directrice des prouves.

Los principaux th6orbmes pr~sent~s sont le thiorbme du losango et sa
cons6quence la confluence dos calculs, lo thhorbme des d6veloppements
finis et sa cons6quence le th6or~me de standardisation, enfin lo th6orbme
do B36hm et ses consiquences s6mantiques.

Le deuxibme chapitro traite do diff6ronts calculs typbs, mod6lisant des
langagos fonctionnels divers, ou des systbmos dlinf6rence on d~duction,
naturelle, suivant la correspondance do Curry-Howard. La caract6risation
dos termos normalisables (rosp. fortomont normalisables) corrospondant A
la discipline des typos conjonctits avec (rep. sans) type universol est
d6montr6e par la construction d'un modble syntaxiquo. Diff6rontos
disciplines do typage polymorpho sont 6tudi6es.

Ces notes sont encore it l'tat d'6bauche. Do nombreusos dhmonstrations
no sont quoesquiss6es. 11 manque au chapitro des typos los sections-
correspondant aux typos d6pondants et aux disciplines non pr6dicatives.
Une version plus compl~to do ces notes traitera 6galemont do la
r~cursivit6,:exprim6o dan: le X-calcul, de la th6orie dos combinateurs, ot

INSPECIIO Di strlbut ift/

4 I Avalability Cod..I-Avail a~l/or
Di~t SPeOCl3K
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Calculabilit

1 . Lambda-calcul pur

1. La lambda notation

11 n'y a pas de notation giniralement admise en mathimatiques pour
dicrire une expression fonctiorhnelle, cest A dire dinotant une fogfigjn.' A
vrai dire, Ba notion mime de fonction est relativoment ricente en
mathimatiques. Jusqu'au XlXime slidle, les fonctions nh6taient pas des
objets mathimatiques; A part entibre, mais juste une manubre de parler
pour disignor des proc6d6s permettant de calculer des valeurs
mathimatiques A partir d'autros. Par exemple, A partir des fonctions sin et
cos, on peut tabriquer Ba fonction qui aux riels x et y, fait correspondre Be
riel sin(x)+cos(y). On disigne giniralement cotto fonction par la notation

x,y I ~sin(x)+cos(y) (1)
qui no peut pas 6tre omployho comme expression, A l'intirieur d'une

autre expression par exemple.
Les fonctions sont devenues des objets mathimatiques it part entibre

aprbs l'introduction par Cantor de Ba thiorie des ensembles. Les fonctions
de la thiorie des ensembles sont confondues avec leur grapbn. cest A dire
I'ensembls des paires argument-risultat. 11 taut bien remarquer que cotte
nouvelle difinition de jgonctjjn, extansionnaliA, est fondamentaloment
diffirente de la notion intontoonnoIla. d'algoretbmi, ou rigle de calcul de Ba
valour du risultat A partir de la valeur de I'argument.

Nous allons dans ces notes nous attacher a Ba notion d'algorithme. Une
tonction calculable sera une tonction qui pout 6tro ditinie par un
algorithme. La notion d'algorithme va s'appuyer sur un langagn. perniettant
d'icrire des axzaasipna dinotant des valeours ou des tonctions, et sur des
ftgIa do clcul spicifiant comment uns expression pout expliciter une '

valeur, par &vuaio~n. progressive. Plusisurs difficultis surgissint.
a) Faut i1 que la notation distingue une valour conerite, par exomple un

entier, d'une valeur fonctionnello? On distingus ici los angages typis (par
example, CAML), stiles langages non typis (par oxomplo, Be X-calcul que
nous allons 6tudier). Certains langagos sont intormilros, comme LISP,
qul distingue leg (G-VAL) des tonctions (F-VAL).

b) Le angago ot ses rigiss do calcul garantissent-ils quo l'valuation
d'uns expression termino toujours? Nous vorrons qu'uno tells contrainte
st ndcessairemsnt restrictive, et quo los algorithmes no ditinissont donc

on gindral quo des fanctions gartiallan, non difinies sur certaines valeours.
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c) Comment peut-on d6signer do manibro non-ambigue Iargumont d'un
algorithms? Dans la notation ci-dossus, los meta-variables x et y sont
utilis6es pour cot usage. Cette utilisation traditionnelie do noms pour los
variables Ii6os, ou muettes, qui d6notent l'argument d'uno fonction, est
pratique pour I0 math6maticien, qui jouo sur I'ambiguit6 entre I'algorithme
et Ia valour r~sultat sin(x)+cos(y) pour des valeurs donn6es des arguments
x et y. Mais los difficult6s surgissent das qu'on essay. d'6tondre cotte
confusion A des fonctionnellos, coest A dire des expressions qui prennent
en argument ou retournent en r6suitat des fonctions. Los notations
traditionnollos ff(x)dx, afIax, Yj. 1.10E(i), 'Vx3y P(x,y) montront qu'une

notation fonctionnelle uniformsesot disirable.
Nous allons maintenant prhsenter quolques notations concrbtos pour

1!expression fonctionnelle, (1), dans ditf6rents langages.

).x. X.y. ((+ (sin x)) (cos y)) X.-calcui de Church
function x -+ function y -+ sin(x)+cos(y) langage CAML
MIA~y <<Ycos><xsi>+ AUTOMATH
[x~yJ (+ (sin x) (cos y))
Cette demuire notation sera utilis6o dans cos notes do cours.

Toutes los notations concr~tes ci-dessus souffrent du d~faut davoir A
utiliser un nom, c'est it dire uno chaTne do caractbres spicifique, pour
noter les variables muottes. Ellba no rondont donc pas compte du concept
abstrait d'algorlthmo, pour lequol Ie nom do ces variables W'est pas
pertinent. Par exemple. [x~yJ (+ (sin x) (cos y)) et [u,v] (+ (sin u) (cos v))
d6notont Is m~me algorithms. Pourtant, il Weost pas ais6 do splcifier
rigoureusoment, mais sans lourdeur, la congruence do ronommage. Par
exemple, il couiviont do no pas confondro ci-dossus los noms x et y, La
congruence do ronommago out appolle traditionnellomont at-conversion
dans Ia notation du X-calcul do Church. Nous 6viterons icl 005 difficult6s
on oonsidlrant un langage plus abstrait qui contoumne cetto difficult6.

2. Notation abstralte, substitution

2.1. auolques propositions do notation abstralte

Un certain nombro do propositions do reprlsentations des X-termos
modulo renommage des variables 61160 ont 6t6 faltes. Nous on discutons
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certaines sur l'exemplo:
[xlXX [y(X y)).

Remarquons quo cefte syntaxe utilise la notation (f x) pour indiquer
I'apgIiationf de la fonction f A rargumont x.

Uine premibre proposition do syntaxe abstraito, n'utilisant pas do noms
de variables, a 61:6 6voqu6e (mais non vraimorlt utilis6o!) par Bourbaki:

Uno autre proposition, Mie A une implementation sur ordinateur du
X-calcul, a 61:6 faito par C. Wadsworth. Elie utilise un formalisme de
graphes:

Les doux propositions ci-dossus sont en fait trbs proches. -Celle de
Wadsworth pr6sente Iavantage d'autoriser doexprimer cortains partages Oie
sous-oxprossions. Elie ont toutes deux un d6faut essontiel, celui d'6tre
bas6os; sur un Iangago bi-dimonsionnol. Do plus, olles; no pormottent pas do
parlor faciloment do sous-exprossions, dans losquelles cortaines
occurrences do variables pouvent 6tre libres. Enfin, Ia'repr6sentation do
Wadsworth n'oxprime pas la bonne notion do partage.

La bonne notation abstraito, pour los X.-tormes est duo A N. do Bruijn. Elie
utilise rid~ dlindios do liaiso: chaque occurrence do variable Mie ost
ropr6sont~o par un entier, qui ost la profondour relative du Hour do la
variable. Sur notre exomplo,-on obtiont:f f(I [ (2 1))

Ici les crochets do liaison a doivent 6tro lus comme un symbol. unairo,
Iarctajn; Los expressions paronth6s6os repr6sontont Platin (ici
op~rateur binaire). Los entiors sont los indices~a ropr~sontant los
occurrences do variables.
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Remnarquons tout de suite que cette repr6sentation abstraite nWest pas
une notation lisible, au contraire de la reprdsentation concrate: les deux
occurrences do I& variable x sont reprdsentes par deux indices diff6rents,
alors qu'inversement les deux indices *1* repr6sontent des occurrences de
variables distinctes x et y.

2.2. DMflnltlons pr~clses des structures

Nous avons donc: bosomn des deux langages, correspondant aux deux

structures ddtinies ci-dessous en CAML:

type lambda = (* syntax. abstraite *
Ref of num (*variable)

I Abs of lambda (*abstraction *
I App of lambda * lambda;; (*application *

type concrete = (* syntax. conertte *
Var of string (*X *)

I Lambda of string *concrete (M[x E *
I Apply of concrete *concrete;; ((El E2) *

let closed = valid 0
where rec valid n = function

Ref(m) n 2!m
I Abs(e) -. valid (n+l) e
I App(el,e2) -4 valid n of & valid n e2;;

On 6crit AN pour 'onsemble des X-tormes M validos dans un contoxto de
n variables fibres, c'est A dire tols quo valid n M = true avoc la ddfinition
ci-dessus. Los torrnes formds (dans AO) W'ont pas de variables fibres.

Voici mainterfant l'algorithme calculant l'indice corrospondant A un nomn
do variable dans un envlronnerment donn6. repr6sont6 par uno liste de
chatnes do caractbros:

let index name = search I
where Mec Search n - function

(1 -. Erreur "variable non lide"
I first::rest -~if firstuname then n else search (n+l) rest;;
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On donne maintenant l'algorithme traduisant un X-terme concret fermd
en la structure abstraite carrospondante

(~parser :concrete -+ lambda)
let parser = parse-.env (

where rec: parse_env env = abstract
where rec: abstract =function

Var(name) .- *Reffindex name env).
I Lambda(name,c) -. Abs(parse..env (name::env) c)
I Apply(cl,c2) -. App(abstract ci, abstract c2);;

On peut maintenant a6finir compI~temont l'interface entre syntaxe
abstraite et syntaxe concrete par une gramnmaire et un formateur:

grammar lambda
rule entry concrete = parse

lambda e -~parser(e)

and lambda = parse
"(;lambda g; lambda d; ") ~Apply(g,d)

I IDENT x -*Var(x)

I [ "; binder b; "I"; lambda e -4 listit (curry Lambda) b e
I "C;lambda e; "Y" -4 e

and binder = parse
IDENT x -4 X

I IDENT x; binder b -. b;

Nous laissons lMcriture du formateur on oxercice.

2.3 Principe do r6currenco contextuelle

Los d6finitiohs r6cursives sur los X-termos suivent toutes Ie m~ine
sch~ma :on appollo uno fonction d'un ontier n avec Ia valour 0 sur une
expression ferm6e; Is fonction s'appelle r6cursivoment sur los

jsous-oxpressions, l'ontier n 6tant incr6ment6 A chaque abstraction.
A co style' do d6finition correspond un style do preuve par r~curronce,

qui est 'analogue do la r6currence structurelle traditionnelle des
structuros libros, mais tenant compte du fait quo l'op6rateur d'abstractibn
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fie une nouvelle variable.

Principe do r6currence contextuell.
Soit P. une propri6t6 des lambda-termes, indic6e par un entier naturei

ni, at v6rifiant las conditions do fermetura suivantes.
(a) P,(M) & P,(N) =* P,(App(M,N))

(c) Ocm~n =* P.(Ref(m))
Alors P,(M) est vrai pour tout M dmns A,, avec n quelconque.

2.4. La substitution

Voici l'algorithme qui recalcula las indices des variables libres d'un
tarma A travers k niveaux d'abstraction

let lift k = lift..rec I
where rec lift..rec n = function

Ref(m) -4 if m<n then Ref(m) (*variable lide *
else Ref(m+k) (*variable fibre *

I Abs(e) -~Abs~lift..rec (n+l) e)
I App(g,d) -4App(liftjrec n S, Iift-rec n d;

Voici maintenant Valgorithme do substitution. Si M est un lambda
construit clans un anvironnament x::r at N est un lambda construit dans
I'environnament r, alors M~x 4- NJ (notation concrbta) ou M{NJ (notation
abstraite) ast d6fini comma, Is terms subst N M, avac subst M~ini comme
suit. On v~rif ie quo ce terms est buen construit dans 1ranvironne'mant r.

let subst lam =subs..rec I
where rec subst.rec n = function

Ref(m) .4if m--A then (lift (n-i) lam)
if inca then Ref(m)
else Ref(m-1)

I Abs(e) -4 Abs(substjrec (n~l) c)

I App(g,d) -,App(subst-rec n S, subst~rec a d);;

10
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Exemplo.
[yJ(y x~fx ~-[zizi = subst (Abs(Ref(1))) (Abs(App(Ref(1),Ref(2)))

= Abs(App(Ref(1),Abs(Rof(1)))) =[y](y [z~z).

3. R6ductlon, conversion

On d6finit maintenant la relation do r Lut'oin 0 entre X-termes, comm.
suit.

([x]M N) M~x +- NJ

On dit quo le terme (IxIM N) est un raical, qui so LA~iJJI en Mfx -NJ.

On 6tend la relation * par congruence par rapport A la structure de
X-terme:

M~ M ' (M N) * (M' N)

Historiquement, la fermeture r6floxivs-transitive *de la relation
s'appelle la §-r~duct~ion.

La J-r6duction est la rhgle de clcul du langage algorithmique lamb da.
Elie est non-d6terministe, dans la mosure oOi un terms poss6dant plusiours
occurrences de radicaux pout so calculer do manibres diff6rentes.
Pourtant, le langage est intrinsiquomont d~torministe, dens la mosure obi
le r~sultat final d'un calcul est unique, comme le montrera le th~or~me du
losango ci-dessous. Donnons tout d'abord un exemple do calcul.

Exemple.
On calcule, on soulignant les radicaux A chaque 6tape

M =((f X1lyrl (x (y X11 mul (U U)) IV] [w] V).
*(ry1 (rul (U U) (y ful (u UMf rvl (wi V)
*([u1 (u U) (rVl iWi V ful (U Uf)
* (irI1 (U U) (w] lul (U ul)

0 (fw1 lul (ui u~ril W ul (u u))
0 fu] (U U)=A.

*A ost uns forms irr6ductible, car ce tormo no possbde pas do radical. On
dit qu'un tel terms est an forma normal@. On dit aussi quo A est la Jorrme
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normale....af M. Cette terminologie est justifi~e par la prochaino section.
Mais remarquons tout d'abord qu'un terms pout no pas posshder do forme
normale, car SOS calculs peuvent no pas terminer; ainsi

Remnarque. Darts la terrninologie anglo-saxonne, on utilise redox,
abr6viation do *reducible expression", pour radical. Le th~orbme du
losange quo nous allons maintenant 6tudier s'appelle g~n~ralement
*parallel movos lemma".

Ousiques lambdas usuels.

I = [xIx
K = [x, y~x
S = Ix,Y, zI(X z(y Z))
A = [x, y](x y)
B = [x,y,z](x (y z))
C = [x, z](X z Y)
P = (x,Y, zI(zX Y)
T = [x,yl (=K)
F = [x, yly
0 = if, XIx (F)
1 = [f,JOf X) (A)

I= [f, x](f(f ... (f x))) (nfois f)
y = [f](txf X X) [x](f X x))

e= ([x- y](y (x X y)) [x, y](y (X x y)))
A= [x](x X)

= ([xJ(x X) [xJ(x x)) (( )

12
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4. Le thdor~mo du losange

4.1 Enonc6 du th6orbms et corolimires

Th6orlme du losang.
Pour tous; termos M, M1 I t M2 tels que M M I1 et M " I 21 il exists

un terms N tel quo M, ** Neot M7 ** N.

Autrement dit, la relatiorr * est cognhljanta. ou de manibre 6quivalonte
la D-r~duction * * es fortement -conf luente, avec los' dhfinitions de ces
notions exprim~es par los diagrammes ci-dessous

confluence confluence forte

Dens de tels diagrammos, la partis suphriours, on traits ploins, est
universellomont quantifi6e, alors quo Ia partis infhrieure, on pointill~s,
est existentiollement quantifi6o.

Ddfinition. On appolls fi-nriofl lquivalenceo ingendr~e par 0.

Enongons maintenant qusiques cons6quences importantes du th6or~me.

Corollalre 1 Progridt& do Church at Rosser. Pour tous; tormes; M et M'
convertibls: M a M', il exists un terms commun N r6sultat do calculs
effectuds 6 partir do M et M' respectivement :M 0 * N at M'~ N.

Corollalre 2 :Unicitb dgs f rmos normalos. La forms normals do tout

terms, si ills exists, est unique.

* 13



On appelle nog.malejab.k un terms poss~dant une form. normalo, St
fortement normalisable un terms tel quo tout calcul issu do ce terms so
terming. Par example, Is terms ([wJ[x~x (0) ost normalisablo, do forme
normals I = (xix, mais non fortement normalisable, A cause do son
sous-terme non normalisable £).

4.2 Occurrences et sous-termes

Avant doe faire la preuve du thiorbme du losange, ii convient do
d6velopper los notions fondamentales permettant doexprimsr los
transformations progressives d'une expression par calcul.

La premibre notion est celle d'occuranc. Jusqu'ici nous avons parl6 do
manibre informelle d'occurrences de variables. Do manibre plus
formalis6e, los occurrences vont disigner l'omplacemont des
sous-exprossions d'une expression. Uno 6tape de calcul sera alors
d6termin6e par l'occurrence it laquello se trouve Ie radical en question.

DMflnition. Soit M une X-expression. On d6finit l'ensemble de sos
occurrences dom(M) par r6currenco comme suit.

type sibling = A I B I C
and occurrence =-- sibling list
and domaine == occurrence list;;

let top = 1 * occurrence principale de tout terme *
and sons s = map (cons s);; (pr6fixage par le sibling s)

let rec dom = function (dom : lambda -*domaine)

Ref(-) -.- [top]
I App(g,d) -. top:: ((sons A (domn g)) @(sons B (dom d)))
I Abs(e) -. top :: (sons C (domn e));;

Exemple.
dom([xJ(x [y](x y))) = (;(C]; [C;Al; [C;,B; [C;.B;CJ; [C;B;AJ; [C;B;C;B]].

Deux occurrences u et v sont dites ca~h~raentasa si elles peuvent
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appartonir A un m~ine torme. Dans le cas contrairo on 6crit u#v.
Los occurrences sont ordonn6es naturollomont par I'ordre pr~fixe. On dit

quo u est an....s*MUL.dov, et on 6crit u<v si 11 ost un pr6fixe (sous-liste
initialo) do v. On dit quo u et v sont d.isioiontaa ot on 6crit ulv, si u et v
sont des occurrences coh~rontos non comparables. L'algorithmo suivant
donne tous los cas do comparaison

let rec compare =function

I(C:u.!]) comareu "

I (fl,:) - "#"

I (_,:I) "#"
I (C::u,C::v) -. compare(u,v)

I (B::u,B::v) -~compare(u,v)

Romarque. Un ensemble E fini non vido d'occurroncos doux A doux
coh6rontos pout 6tre, ordonn6 on un domaino d'occurroncos de temo si et
seulement sit v6rifie los doux conditions suivantos

a) u@[sje E=*ue E (form6 vors le haut)
b)u@[B]e E4u@[A]e E. (complet pour App)

On d6finit maintenant le ousALILImadAM kj.oeJAraacuedom(M).
noth M/u, ot cAlcul6 commo sub(M,u), avoc I'algorithme sub ci-dossous

let rec sub -- function
(e,(J e

I (App(g,.., A::u) -*sub(Sgu)

I (AppL-,d), B::u) -*sub(d,u)

I (Abs(e) , C::u) -4 slib(Cu)
- -*Erreur "Occurrence hors du domaine";;

Remarque. Une occurrence ost uno ropr6sontation d'un torme

15
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"fitormo" d6notant un chomin d'aoccs A tin sous-torme.

On app.11. Ladiml do e touts occurrence crun sous terms do e do Is forms
App(AbsL-),-j. Cost tin endroit imm6diatsmnent r6ductiblo par substitution.
Formelloment, on d~finit:

let radical u e = match sub(e,u) with
App(AbsL-),j -. true

I -- 4 false;;

Autrement dit :radical u e 4* u @ [A;C] cz dom(e).

Notation. On note R(M) rensomble des occurrences do radicaux dans Is
torms M: R(M) =(ue dom(M)I radical uM).

let rec R = function
Ref(-.) -

I Abs(e) -. sons C (R e
I App(Abs(e),d) *~top:: (sons A (sons C (R e))) @ (sons B (R d))
I App(g,d) -*(sons A (R g)) @ (sons B (R d));;

Le remplacomoent du sous-terme do M A 'occurrence u par Is terms N,
quo nous noterons M[u4-NJ. so calcule par remplace N (M,u), aVoc remplace
d6fini ci dossous:

let remplace N = remp 0
where rec remp n = function

LED -. lift nN
I (App(g,d) , .A::u) -+ App(remp n (g,u), d)
I (App(gd) , B::u) -+ App(g, remp n (d,u))
I (Abs(e) , C::u) -+. Abs(remp (n+ 1) (e,u))

I -~ Erreur "Occurrence hors du domaine:;;

On pout maintenant calculer formellement Is terme N obtenti par une
6tapo do r6duction M 0 N r6duiaant Is radical u do M, comme suit:

let rdduit M u =match sub(M,u) with

____ ____ ___16
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App(Abs(body),arg) -*remplace (subst arg body) (M,u)
I - Erreur "Rduction d'un non-radical";;

4.3 Rdsldus

On d6finit maintenant unt notion fondamontale :cells do rid'u.
lntuitivement, los sous-termes d'un terms progressivement calculE
proviennont do morceaux recombin6s du terms d'origine. On trace cot
h~ritage A Paide do la notion do r6sidu croccurrence.

Tout d'abord, consid~rons un radical R = ([xJM N). L'6tapo do calcul
r~duisant R calcule : R 0 M', avec Ki = Mix +- NJ. Los occurrences de M'
proviennont do doux sources :los occurrences do N qul remplacont
dh6ventuolles occurrences do x dans M, et los autres occurrences do M.
Calculons tout d'abord 'ensemble X des occurrences do x dans M & raid. do
X = locaux M,. avec, locaux d~fini r6cursivement par

let locaux = loc I
where rec loc n = function

Ref(m) -if m=n then [top] else I
I App(e,e') -. (map (cons A) (loc n e)) @ (map (cons B) (loc n e'))
I Abs(e) -~map (cons C) (loc (n+l) e),;

Maintonant soit T un terme poss~dant A l'occurronce u Ie radical T/u =R.

On a T c0 7, avec T' = Tfu4-M'J. A chaque occurrence v do T on fait
corrospondre un ensemble d'occurrences V do T', dites r~sidus de v selon
gL, comme suit. Tout d'abord, si vcu ou yin, V=(v). Ensuite, los occurrences
du radical proprement dit, u ot u@[A], W'ont pa do r6sidu. Un. occurrence
u@(A::C::w) dans M a pour r~sldu l'occurrence u~jw, sauf pour los
occurrences do la variable substitu6s x, qui W'ont pas do r6sidu. Enfin, une
occurrence utt(B::w) dens N a pour r6sidus tous lee u~lx@w, pour xXX
quelconque.

Formellement, les rhsldus do v solon u dans Is terms M so calculent par
rdsidus M u v, avec l'algorithme r~sidus ci dessous

let rdsidus M u let X =locaux(sub(M~u@[A;CJ)) in function v -+ res(u,v)
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where rec res = function
([],[)) --* i]

([],[A]) 0 0
1 ([],A::C::w) -* if mer w X then [I else [u@w]

([],B::w) -. let wrap x = u@x@w in map wrap X
(M-) - Erreur "Occurrence hors domaine"

I ..,[) -, Iv]
I (s::w,s*::w') -- if s=s' then res(w,w')

if s=C or s'=C then Erreur "Occurrence hors domaine"
else (* (s=A & s=B) or (s=B & s'=A) ") [v];;

Touto occurrence dans le terms r6duit est Is r6sidu d'une occurrence
unique. On v6rifie quo les r6sidus d'une occurrence do radical sont des
occurrences do radicaux, qui intuitivement partagent le m6me "grain de
calcul". On appolle radicalrhaid une occurrence do radical r6sidu d'une
occurrence do radical. Par contre, cortains radicaux du terms r6duit
proviennent d'un nouvel assemblage App(Abs(e),e'). On dit que ces radicaux
sont cAr6 par Is calcul.

Remarque. Le radical R = ([x]M N) pout par sa r6duction cr6er un radical
do 3 manibres diff6rentes

- vers le bas : i toutes les occurrences dans M do Ia forme (x P), si N

est une abstraction.
- vrs le haut si R apparaTt en partie gauche d'une application dans le

termse rduire (R P), avec:
- soft M une abstraction
- soft M=x, et N une abstraction.

Remarquez quo les doux premiers cas peuvent so cumuler.

Les r6sidus dun ensemble d'occurrences V sont I'union des r6sidus do

chacune des occurrences do V. On les calcule par (R6sidus M u V), avec:

lot RUsidus M u - seLexwnsion (r6sidus M a);;
(* where set-extension f = itlist (fun set x -, union set (f x))

Finalomont, les r6sidus sitbrent Is long des s6quences do r6duction.
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Ainsi, Si onl difinit une ddravation M w M, 0 M2 * M,~ 0N do longuour
n par une suite d'occurrencos do radicaux :D = [u,;.. u, alors on culcule
los risidus do lonsemblo d'occurroncos V-do M comme lonsomblo
d'occurrences do N:

W = Rdsidus M, u. (Rdsidus-M,- 1 u.-I ... (R6sidus M, ui, V) ...

Voici ralgorithme trace qui, 6tmnt donn6 M, V et D, calculo N et W:

let rec: trace (M,V) = function
D1 - (MYV)

f u::D -*let N = rduit M uand W = Rsidus M u V itace(NW)D;;

Example. Voici un oxemplo do dirivation D A [ ;0 partir d'un tormo L:

L = (IuJ(u u) [v]([x~v y))
0

O ([v]([xWv y) [v]flx~v y)) =R

1 2

0 ([x][vJ~fxlv.Y) 4 Y)

Figure 1

Apr6m la promibro dtape le radical marqui 0 a pour rdsidus los doux
radicaux marquis I at 2. Aprbm la 26me itapo Is radical 1 (romp. 2) a pour
unique riuid 'u [a radical 3 (romp. 4). Los riuidus do 0 par D mont donc 3 ot 4.
Formolloment, on calcule trace (L,[[B;, C]]) D = (L.[[] -. (A. C; C1]), avec: L'=
(fxJlv]Ulx~v y) ). On romarquo quo Is radical R ci-dessum nest pam risidu
d'un radical do L, maim oat cr66 par I& dirivation D.

R emarquo. Los risidus donnont uno ldie do *portage" : los sous-tormes
rimidus d'un sous-torme donni pouvont itro 'partagds" avec ce
sous-termo, plut6t quo copiis. Toutefois, co partago no rend pam compto
d'un partago plum comploxe do 'contextos", ou portions do tormos non
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n~cesalremont sous-tormes. Do plus, la repr6sentation do do Bruijn no
rend pas compte do ce partage. dans la mosuro o0i los variables globales
des r6sidus doivont *tro 6vontuellement recal6es (par r'op~rateur lift).

4.4 R6ductlons parallbles.

On chercho A prouver le lermo du losange. cest A dire A montrer quo Is
rolation 02 est confluento. Une id6e naivo consists &t vouloir prouvor que *~
est fortemont confluento. Coci 6choue, it cause du problbme do duplication

la souls manibre do former Is diagramme ost NI c0 (1 1). alors quo N2 no
conduit A (1 1) qu'apr~s 2 6tapes do r6ductlon.

Par contre, il ost vrai quo la relation 0 est localoment confluente. Coe

propri6t6 est M~inis graphiquement par

confluence locale

Toutefois, ceci no suffit pas pour prouver directement Is confluence, car
on g6n6ral los calculs peuvont no pas torminor, ot on no pout donc pas
employer do r6curronoo pormottant d'utiliser N'd6o d'un progrbs offectu6
per la formoturip du diagramme do confluence locale. Romarquez par
exemnplo quo le graphs ci-dossous (paradoxo CEscher-Newman) d~termine
une relation acyclique localomont confluonto, mais non confluonte

20
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Figuro 2

11 y a en gros doux manibres pour sortir do cotto difficult6. La premi~ro
consists A pers6v~ror dans lld6o ci-dessus, on remarquant quo la partlo
inf6rieuro du diagrammo do confluence localesnWost pas arbitraire, mais,
consisto A r~duirs dos r6sidus dos radicaux r~duits dans sa partis
sup6rieuro. Lo progr~s pout alors s'oxprimer sous la forms du th~or~me do
finitude dos d6veloppemonts quo nous vorrons plus loin. La deuxibmo
manibro, duo A Tait, consiste & prouvor la confluence torts pour uno
relation -interm6diairo ontro 0 et ~ .Nous allons maintonant
poursuivro cette id6o.

Dilfinltlon.
La reductoon garallble 3. st d~finie commo la plus petits relation Ontre

X-tormos virifiant

M-. W&N N' M (Ix]M N) -. M{x MN)
M M -INM0W
M. if & Nm N (M N)'. (WM N)

x at x

Remarque. La relation -correspond A uno ld6e do r6duction 9n
parallblo do radicaux dont los occurrences pouvent no pas Gtre disjointes.
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En offet, la notion doe rhduction on parallble d'occurrencos; deux A doux
disjointos; no suffirait pas, car ii nWest pas vrai quo los risidus do radicaux
disjoints sont dos radicaux disjoints. La figure 1 ci-dossus on donne un
contro-oxomplo.

11 ost clair quo 0 - ot a t donc quo 0 *.= La promibro
assertion ost 6vidento. La douxibmo s'obtiont on constatant quo la
riduction parallblo d'un ensemble do radicaux pout 6tro s~quentialis6e on
uno s6quenco do r6ductions simplos, pourvu qu'on offoctuo los r6dluctions
do l'intiriour vors Ioextiriour. En offot, si u ot v sont dos occurrences de
M, avoc v<u ou v lu, on a : r6sidus M u v = [v].

Nous allons maintonant g6nhralisor la notion d'occurronco A collo
d'onsomblo doccurroncos. Toutotois, nous no repr~sonterons pas un
ensomble d'occurroncos par un domaino (listo d'occurroncos) commo
pr6cidomment d6fini, car cotto ropr6sentation n'a pas la bonne structure
pour partagor los pr6fixos communs. On choisit plut~t do g6n6ralisor la
notion d'occurronco vuo commo "terms filiformo" on un tormo dont
cortains dos symbolos sont marqu6s. Commo nous nous int6rosserons A cos
ensembles d'occurroncos ossentiollomont pour marquor cortains radicaux,
on no marquo quo los op6ratours d'application.

4.5 Terms* marquds

Voidi tout d'abord la structuro doe X-terme avoc applications marqu6es.

type marqud'=
MRef of num ('variable)

I MAbs of marqu6 ( abstraction *
I MApp of bool * marqud * marqui;; (*application marqude *

Voici comment traduiro un lambda on un terms marqu6, 6tant donn6 un
domaino U:

let mark U = markrec H1
where rec mararoc u - function

Ref(m) -4 MRef(m)
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I Abs(e) -,MAbs(markrec (C::u) C)
I App(g,d) -4 MApp(mem u U, markrec (A::u) g, markrcc (B::u) d);;

Inversement, unmark, enl~ve los marques

let rec unmark =function

MRef(m) . Ref(m)
I MAbs(e) -~Abs(unmark e)
I MAppL_,gd) .App(unark g, unmaiic d);;

On suppose partout dans la suite quo les marques ne valent true quo sur
les occurrences do radicaux :M = mark U L =: U r- R(L). On dit qu'un
terme marqu6 M est un mn&jMAg du lambda L lorsque L = unmark M. On
6crit aussi M T L. On dit quo los termes marqu6s M St M' sont comnatobles
s'ils sont los marquagos d'un m~ine lambda, et on 6crit alors M T M'. On
6crit do m~ine U T L lorsque U est un ensemble d'occurrences do radicaux
du terme L.

Los tormes marqu6s compatibles ont naturelloment uno structure
d'alg~bre Bool6enne h6rit6e do la structure do lensemble des marques. On
6crit par examplo M r. M', M w M' etc... avec la signification 6vidente. Par
oxemple, M cM' ssi M = mark U L, M' = mark.U' L, et U r.U'. Cette
notation s'Atend aussi aux tormes, on identifiant L A mark [) L.

Donnons maintenant l'algorithmo dirivd qui r~duit un terme marqu6 M
suivant toutes los marques d'un terms marqu6 compatible N. On suppose
ci-dossous quo l'algorithme subst a 61:6 6tendu aux termos marqu6s en
l'algorithme msubst do Ia manibre naturello, c'est A dire pr~servant la
valour des marques.

DMflnltlon Ddrlvatlon-
On suppose quo Md ot N sont des termos inarqu~s compatibles. 1e terme

marqu6 P - ddrivE(M,N) repr6sento I'offet do r~duire M on tous los
9 radicaux marquds par N, los reductions ayant lieu de l'int~riour vors

1lext6riour.
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let rec ddriv6 =function
(MRef(k) - MRef(k)

I (MAbs(e),MAbs(m)) - MAbs(ddrivd(e,m))
I (MAppL-,MAbs(e),e'),MApp(trueMAbs(m),m'))

-+ let body=ddrivd(e,m) and arg=d6riv6(e',m')
in msubst arg body

I (MApp(bee'),MApp(faLscemnm'))
-+ MApp(b,ddriv6(e,m),ddriv6(e',nV))

-Erreur "Termes non cohdrents";;

Par la suite, on notora M\N pour ddrivd(M,N)

#infix "\V";;

let x\y = d6riv,6(x,y);;

Proposition. L -. L s!lot souloment sil 11 xiste un marquage N do L tot
quo L' = unmark(M\N), avec M = mark [I L.

Nous laissons au loctour Ia prouvo do [a proposition. En fait I'aigorithmo
ddrivd nous donne beaucoup plus d'information quo la relation -, car los
marquages pormottont do tracer los risidus; do radicaux. Romarquons par
oxomplo quo si U T L, alors plus g6n6ralemont on a L 3. L'=unmark(P),
pour P= NM,. avoc M = mork U L. Mais do plus P ost la marque des r6sidus
do U par le calcul L -UL. Autromont dit, IPalgorithmo ddrivd jou.
simultan6ment los r~los des algorithmos r~duit ot rdsidu ci-dossus.
Romarquoz par oxomplo quo si V T L, et si D v ost uno d6rivation
ropr6sontant V do l'int6rieur vors 1'ext6rieur, alors pour tout U T L, avec
M = mark U L otN = mark V L, on a hMN = mark W V, avec (L,W) = trace
(LU) Dv.

On Meond [a notation aux X-tormes L ot aux ensembles do radicaux U r.
R(L) on 6crivant LWI pour (mark [I L~mark U L). Do me on 6crit M\U
pour M\(niark U (unmark M)). Do plus, lorsque le terms L ost
**us-entendu. par Io contexts, on 6crit VN&J pour (mark V L)Mmark U L).
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Remarque. A tout terme marqu6 M correspond de manibre unique U et L
tels quo M = mark U L. Inversoment, A L correspond lensemble (fini) do
tous SOS marquages. Mais A U correspond un, ensemble infini do tormes
marqu6s M compatibles..

25
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4.6. D6monstratlon du th6orbme du losange

On montro d'abord un r6suitat technique, expliquant que la substitution
et la d6rivation distribuent:

Lomnme do substitution.
Pour tous termes marques M,M',N,N', tois quo M T M' et N T M, on a:
rnsubst (N\N') (MW.M) = (msubst N M) \(msubst NM M').

D~monstration. Nous laissons au locteur la preuve de cette propri6t6,
par r~currenco sur M.

Le r~sultat fondamental s'exprime maintonant comme suit.

Lemme de monotonle des r~sIdus. Soit L un X-terme, U T L, W T L

avoc: U r. W. Pour tout M T L, on a (M\U)\NW\U) = MW.

D6monstratlon.
R46currence sur M.
Le soul cas int6ressant est Iorsquo M = MApp(b,MAbs(M1), M2). On

pose M' = M\U et W = 'W\U. Avoc Ul = (ui I A::C::ue U), U2 = (u I B::ue U), et
notations similaires pour W, on a M1\U1 = MI, M2\U2= M'2, W1\UI =
W'I ot W2\U2 = W'2 tels quo, par r~curronce : M'1\W'l = MI\W1 et
M72\W'2 = M2\W2. Maintonant ii y a 2 cas:

a) top e U. Alors top e W aussi, et donc M\W = msubst (M2\W2)
(M1\Wl), et M' = msubst M'2 MT. Do Ia m6me manibre W est un
marquage do L\U do la forme msubst W'2 W'I (avec un abus 'de notation
6vidont) et donc par le lermo do substitution M\W' = msubst (M'2\W'2)
(MI\W'I) = M\W.

b) top * U. Alors M' =MApp(b, MAbs(M'I), M'2). Soit W'O = (A::C::w I
we WI) u.~ (B::w I we W'2). 11 y a do nouveau 2 cas :

bi) top.e W. Alors W' = WOu (top), et do nouveau
M\W = msubst (M2\W2) (MAI\W) = msubst (M'2\W'2) (M*1\W'1)

M'\W'.
b2) top.* W. Alors W' = W'O, et de m~ne:

M\W =MApp(b, MAbs(M1\W), MZ\W2) =M\W'.
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Corollairo Lemme du cube.
Soit L un X-terme, U et V des sous-onsembles de R(L). Pour tout M T L,

on a (M\U)N(V\U) = (M\V)NU\V).

D6monstratlon. On applique le lemme ci-dessus, en prenant W =U u V
= V LU.

Corollaire :Th~orbme du losing.

D6monstratlon. En particulier Is lomme du cube donne [a confluence
forte do -, et donc la confluence do 0~.

En fait on obtient beaucoup plus. En particulior, on aurait pu faire
converger le diagrammo de forte confluence plus simplement sur L\R(L).
Mais cette preuve n'aurait pas exprim6 quo ce diagrammo pout 6tre form6
d'une manibre minimale. Nous allons voir maintonant comment Is lomme du
cube pout s'exprimer commo propri6t6 cat6goriquo.

4.7. Structure des ddrlvatlons

Soit M et N des tormos marqu6s. On d6finit r~cursivement Ia notion do
d6rivation parall~le D do M vers N, not6e D :M -. * N, comme une paire
(M,S), oOi S ost uno suite deonsomblos d'occurroncos, v~rifiant

a) (M,[]) :M a~M, pour tout M.
b) si(N,S) :N .N' t U TM,avoc IJ = N, alors (M, U::S) : MM3.

Si (M,S) est une d6rivation parallblo do M vers; N, alors N ost unique. On
6crit N = MS.Si M=mark U L ot N-mark VL, on 6cit dem6mo V =US.

Remarque. On commet ici un abus de notation :Ia relation - 6tait
d6finio plus haut pour los X-tormos, et ici la relation -. ost d6finie entro
termos marques. Cot abus ost justif6 on romarquant quo M -. N ssi M
mark U L, L - 1' par uno d6rivation D comm. d~finie pr6c~demment, ot N
mark V V avec (L',V) =trace (L,U) D.
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R~ciproquoment, on d~finit uno ddrivation parall~le do L vers L) comme
uno pairs (L.S), avoc (M,S) :M -* M' par uno d6rivation parall~lo commo
d6fini ci-dossus, avoc M = mark [] L ot 1: = unmark M'. On dit quo deux
shquences do calcul S ot S' sont dguivalenters en L ssi M\S - M\S' pour tout
marquage M do L. On 6crit alors (L,S) m (L,S').

Remarquo. L'6quivalence ontre ddrivations a, appelde figuivalenca....e
gormutalannL distinguo dos d6rivations aboutissant au rn~mo terms. Par
examplo, los doux d6rivations qui r6duient (I (I M)) en (I M) no sont pas
6quivalentes (pourquoi?). Par contro, toutos los d6rivations issues d'un
terms normalisable ot aboutissant A sa forms normals, sont 6quivalentes.

On dit quo r6tapo do, d6rivation est ydj lorsque l'onsomblo do radicaux
r6duits A cofle 6tape est vide.

On appello dhAveoinement do M une d6rivation parallble issuo do M tells
qu'A chaque 6tape b) ci-dossus on alt U r_ M. Autroent dit, un
d6veloppement ost une d~rivation parall qui no fait pas do cr6ations do
radicaux, los souls radicaux contract6s 6tant dos r~sidus dos radicaux
marques initialomont dans M. Le d~voloppement D ost dit gomp.Ieo s'il
aboutit A un torms n'ayant plus do radicaux marqu6s.

Nous allons maintenant nous int6ressor A la structure dos d6rivations.
La promibre op6ration oat la concatenation.

Soit D :M -. * N par Ia suite S et UD: N -. * M par la suite S', on d6finit [a
concaAnation D 0U M N. comma donn6o par [a suite S S.

On Mtend maintonant la notion do r6sidu A uno opiration ontre
d6rivations. Tout d'abord, soit S une suite do calcul ot U un ensemble
d'occurrences. On d6finit S\U par r6curronco sur la longuour do S commo
suit.

a) []U [
b) (V::S) \U = (V\U) ::(S(UV)).

Cefle derni~re clause suppose bien sOr U 'TV. On laisse au lectour Ie samn
do v6rifior quo si D = (M,S) :Ma. N avec M TlU, alors D\U =(M\U, S\U)
d~finit uno d6rivation parallble W\U -. N'J.4 28
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Soient maintenant D =(M, S) ot D' = (M', S') jdeux dirivations, avoc M T
M'. On difinit D'\D comme la dirivation (hM, S\S), avec; Popiration\
M~inis par ricurrenco sur Ia longusur do S' par:

a) [] \ S = []
b) (U::S') \ S = (LT\S) ::(S' MS NU)).

Nous laissons au lectour I0 soifl do vifier quo cette ditinition est bien
fondie.

Soit D :M *N et D' M X N deux dirivations issues du mime terme
marqu6 M. On dit quo D calculda...ns quo D', et on 6crit D :5D', si et
soulemont si onl pout prolonger D en D', c'ost A dire s'iI exists une
dirivation N *N'.

Lonsemble dos dirivations issues d'un mime terms marqu6 M forms un
sup demi-treillis, avec l'ordre prifixe : (M, S) 9 (M, S') ssi S :r.S. On laisse,
au locteur Is soin do virifier quo l'opiration u ost la bornb supirioure,
avec u difinie par D u U' = D @ (DND).

11 est clair quo la notion do dirivation issue d'un terms marqui nest
qu'un instrument technique pour 6tudior los dirivations A partir do
X-termes. Pour coli, on romarque quo toutes los notions difinies ci-dossus
s'htondent aux dirivations sur los X-termes (non marquis), ot quo los deux
opirations @ ot \ prisorvent l'quivalenco a ci-dessus.

DMtlnltion. D r.D' si et seuloment si on pout prolonger D en une
dirivation 6quivalonte A D', i.e. s'il exists D" tells quo D @ D" w D'.

Soit Der(M) I' ensemble des dirivations issues d'un lambda M.

Th~orbme do Ldvy. (Der(M)/n, s) a la structure d'un sup-domi-treillis.

Remarqus : ce risultat justifie la giniraliti do la dimonstration quo
nous avons donnis du thiorbme du losange, on passant par Is lormo duI cube. La structure dos dirivations du X-calcuI est investigie trbsJ 29
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comptitement dans la thbse do J.J. L6vy.

Exerciees.
1. Donner une version catigorique du thior~me exprimant que la

catigorie ayant pour objets; les X-trmes et pour flbches les d6rivations
quotientiles par permutation admet des sommos amalgam6es.

2. (Plotkin) Montrer qu'iI noxisto pas de ).-tormo so d~rivant A la fois
sur ([x]((y x) (y z)) z) et sur (((xl@x x) (y z)). En d6duire, quo la propri~t6
dualo d'inf-domi-treillis West pas vraie.

3. Montrer quo la structure do sup-domi-treillis des d6rivations ninduit
pas une structure de sup-demi-treillis do l'ordre do P-rilduction sur les
termes issus d'un mime torme.

Remarque. Los tormos marqu6s peuvont 6tre enrichis d'autres
d6corations. Par oxemple, Barendregt dens son livre consid~re des termes
dont los opirateurs d'abstraction sont marqu6s par des entiers naturols.
J.J. L~vy dans sa thise considbre des termes marqu6s par des 6iguettehL
suites m6morisant l'histoiro du calcul menant & co terms. Dans la
prochaine section nous allons marquer los variables par des entiors.
positifs appollis p~ft
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5. Le thdor~me des d6velopperments finis

Thdor~me des d6voloppemnents finis. Tout d~veloppomont est fini,
dans le sons ob it est ultimemont vide,

Autromont dit, toute suite do calculs qul ne r6duit A chaque 6tapo que
des r~sidus do radicaux du tormo d'origine, termine n6cessairemont.

La m~thodo do preuve utilise des termes marqu~s dont los variables dont
pond~r6es par des entiers strictement positifs

type pondirt =
PRef of numn

I PAbs of numn * pondiri (* ir arg = poids *
I PApp of bool * ponddrd * pondid;;

On 6tend le poids A un tormo pond~r6 par sommation des poids do sos
variables

(*plibres est un environnement de poids *
let rec poids..env plibres = function

PRef(n) -*nth plibres n
I PAbs(p,e) -*poids..env (p::plibres) e
I PApp(..,g,d) -. (poids-env plibres g) + (poids-.env plibres d);;

let poids = poids.env [1;; (poids d'un terme fermd)

Comme au paragraphe pr6chdont nous supposerons quo los marques no
valont true quo sur des occurrences do radicaux. On suppose qu'on 6tend do la
manibro nature~o aux termes pond6r6s los notions do substitution
(algorithmo psubst), ot donc do calcul, r6sidu, etc...

On laisse au locteur la prouve du lemmo suivant, par r6curronco
contoxtuollo.

Lemme do substitution. Soit plibres un environnomont do poids do
longuour nkO, soit MeA,,, Net, et Q = psubst N M. Alors pour tout ontier
p2:poids-env plibres N, on a poids-.env (p::plibres) M k poids..env plibres Q.
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Corollaire. Sous les mimes conditions, avec P=PApp(b,PAbs(p,M),N). on
a poids-.env plibres P >poids..env plibres Q.

11 suffit do remarquer pour le corollairs quo (poids-.env plibres N)>O. On
voit donc quo Is r6duction d'un terms bien pondiri on fait dicroltro Is poids,
ce qui justifie Is, difinition suivants.

Un terme pondir6 out dit digroissant si ot souloment si pour touts
occurrence do radical marqui PApp(true,PAbs(p,M),N), ls poids p out
supiriour ou 6gal au poids do N. Plus pr6cishment, on virif is

let rec decr..env plibres = function
MR..) -. true

I PAbs(p,M) -*decr...nv (p: :plibres) M
I PApp(b,M,N) -~decr -env plibres M & decr..env plibres N &

(not b or let (PAbs(p-j) = M
in p (poids..env plibres N));;

let dicroissant = decr-.env I];;

Proposition. A tout terms marqu6 correspond un terms pondir6
d6croissant do mime structure.

D6monstratlon. On associe au terms marqu6 M Is terms pondhr6
pond(M) calcul6 comme suit:

let rec pond~re plibres =pond-with I
where rec pond-.with p =function

MRef(n) -*(PRef(n), nth plibres n)
I MAbs(M) -*let (M,p) = poud~re (p::plibres) M

in (PAbs(pM),p')
I MApp(b,M,N) -4 let (N.p) =pond..with 1 N in

let (M',p') =pond_.with (if b then pelse 1) M
in (PApp(b,M,N'), p'+p);;

let pond x =fst(pond~re [I x);;
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On montro quo pond(M) ost d6croissant par r6currence contextuollo sur M.
En offot, on v6rifio pond&rc plibres M = (M~poids..env plibres MW).

On laisse au loctour Is sam -do v6rifier Is lommo technique suivant, par
r6curronce sur M, ot onl utilisant Is fomme do substitution ci-dossus.

Lommo do prdservatlon do Is d6crolssance.
Solt plibres un onvironnoaiont do poids do longuour nzO, salt MeA,,

NeA. pkpoids..env plibres N, tole quo decr...nv (p::plibres) M ot decr..env
plibres N. On a decr.env plibres (psubst N M).

Lormo do pr6sorvatlon do& pond6ratlons d6crolssantos.
Soft M un terms marqu6 pond6r6 d6croissant, U un ensemble de radicaux

marqu6s do M :U a M. ot N=M\U. N oat un terms marquh pand6r6
d6croissant, tol quo poids(N):Spoids(M), l'in6galit6 6tant stricto si U ost non
vide.

D6monstratlon.
L'6nonc6 concerns un terms forms. Plus 96n6ralemont, pour Me A., ot

plibres un onvironnomont do poids quolconquo do longuour n2!0, avoc:
decr..env plibres M, on montro poids..env plibres N :5poids..env plibres M, ot
decr-e.nv plibres N. par r6curronco sur M\U.

- Cas M=(Mi M2) -N-(Nl Ni), top. U, avec MI- NI et M - N2. Par
hypothtse de r6cufrence on a poids-o.nv plibres NI :9poids-env plibres MI,
poids-.env plibres N2 :9poids..env plibres M2, ot danc poids-.env plibres N :5
poids..env plibres M. Do me on a decr..env plibres MI, ot decr.env plibres
N. Si topaN (N marqu6). cost quo N1=[x:p]Qi, et alors forc6ment Mi=rx:p]PI,
avoc topeM. Par, hypothiso decr~env plibres M, on dolt avoir p a poids-.env
plibres M2 z poids-.env plibres N2 par hypothbse do r~currence, ot on a danc

decr..cnv plibres N._
- Cos M=([x:pJMi M2) -. N-psubst Ni Ni, topoU, avec Mi- NI et M2

Ni. Par hypathbso do r6curronceo n a poids-.env plibres NI !5 poids-env
plibres MI. poids..env plibres N2 :9poids-.env plibres M2, ot comme U a M
on a tope M, d'aoi p k poids..env plibres M2 par hypothbse decr-.env plibres M.
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On a 6galement decrecnv (p::plibres) MI st dccenv plibres M2. Par
recurrence, on obtient donc: aussi dccr..env (p::plibres) NI at decr..cnv
plibres N2. Par Is lemma do pr6servatlon do la d6croissance on on d6duit
decr_env plibres N. Finalement, on a poids..env plibres M 2! poids.-env
plibres ([x:p]Nl N2) >poids..env plibres N par Ia corollaire du lemnme do,
substitution.

- les autres cas no pr6sentent pas do difficult6.

Remarque.
En ghn6ral les radicaux cr~s no peuvant Gtre marquhs sans violer la

condition do d6croissance. Consid~rez par example :

DMmonstration du th6orbme.
Soit M un terme marqu6. Tout d6veloppoment do M sans 6tapo vide est do

longuour inf6rieuro A poids(pond(M)).

Remarqu*.
Le th6orhmo a d'abord Wt prouv4 par Curry pour Is ).-l-calcul, uno

restriction qui exige quo toutes lea variables li6es apparaissont au mains
une fois. Lo thior~me n'a 6t6 prouv6 dans toute sa g6nirait6 quosn 1965 par
Schroer. La d6monstration ci-dessus est inspir6o drune preuve due A Hyland
ot Barertdregt. Ici nous donnons un polds uniforme A toutes los occurrences
d'une variable 1490, co qui simplifie l6g~roment la prouve. et permot
d'asaimiler la pond6ration d'une variable A un type (dana Barendragt. pond
est obtenu en pond6rant les; occurrences do variables do Ia droite vers Ia
gauche par dos puissance. de 2 successivas).
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6. Le th6orbmo do standardisation

Le th6or~me du losange nous a montr6 quo la notion do calcul 6tait
d~torministe. En particulier, tout terms M normalisablo admot uns forms
normalo NOTMal(M) unique, ot il exists uno d6riation M Norma](M).
Mais codi no nous suff it pas pour construiro un interpr6tour du X-calcul..On
aimorait quo cot intorprdtour puisso Etro d6fini commo uno fonction
r6cursivo *i associant At tout terms M un ensemble 4(M) do ses radicaux,
avoc #(M) a 0 si ot soulemont si M ost on formo normalo. L'interpr6tour
sera dit correct s'il mbno A Is formo normalo do tout termns nornialisablo.
Vest A dire, pour tout terms M normalisablo ii exists n, M,, A M, tols
quo M=M1 , M,=NormaI(M), St pour tout i, avoc 1I[Sn, on a : Mi, 1=M1'( 1)

Par oxomplo, si on choisit pour 4(M) loensomble dos radicaux los plus
intornos do M (strat6gis dito d'apoel gar valeur , on obtiont un
intorpr6tour qul West pas corroct, commo Is montro l'exomplo ([x]I fi). Si
on choisit pour 4(M) I'ensemblo do tous los radicaux do M (strat6gio dito
comlbjjj ou do Gross-Knuth), on obtiont un interpr6tour correct
(pourquoi?).

Nous allons maintonant voir qu'il exists dos strat6gios corroctos qui
calculont do l'ext6riour vors I'int~riour, tout on no rduisant qu'un radical
A chaquo 6tapo.

Ddflnltfon.
Soft u ot v doux occurrencos. On dit quo u st A..gauche do v, at on 6crit

uz v, si ot soulomont si salt u<v, molt ii exists w, u' at v' tols quo

u=w@(A::u') etvaw@(B3::V'). La relation z~ ost un ordro total strict.

Lommo do pr6servatlon des occurrences 6 gaucho.
Soft u ot v dos occurroncos do radicaux dana un terms quolconquo, avoc

u v. On a:
1. u\v= (uJ
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2. ut/w pour touts occurrence w d'un radical cr66 par v.
3. uew implique newvi pour lout w' does w\v.
M~mov r6sultats avec: V ensemble croccurrences de radicaux, tel quo u-/

v pour tout v dams V.

Nous lalasons Is prouve de co lemnme. per cas our les positions
respates; des occurrences, au lectour.

Pour tout terine M rductible, on d6tlnit Sauche(M) coinme le radical Is
plus A gauche do M. On pout le calculor par Ialgorithme:

exceptic NouinaFoim,.
let auChe = Sea~cideft top

what w wc cucheft u = function
Refti -4 nuis Nonmal~orm

I Abs(e) Wisaddhent (C::u) e
1 App(AbsUOJ -4mv(u)

I App~gd) try uymrbeft (A::u) S
with NogmalForm .), searhIeft (8::u) d,;;

D6flnition.
Consid6rons une drivation riduisant un radical A chaque 6tape (M,S),

avoc S=[u1; ... ;%)J. Sol S In, j; ... ;uji. M1= M\S I . La d6rivation est dite
stadard si ot seulement si pour tous 1 cjgn si uje v\S,,j.1, Svec vGRMs )
alors ujzv.

Cost 6 dire, 'pour touts 6tape do r~duction i, iI n'existe pas do radical v
A gaucho do ui doe Mi- dorit run des r6sidus par 9a d6rivation considd6i
soit contrsc* A une 6tape uhtdrisure 3

Exemptes.
(Ixlflja (I y)) '0 (IXj &y.%) 0 (Iiiix. y) est standard
(fxl.j y)) * ([I* aLyD (jIj~..YI 0 y no r'est pas
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Remarques.
1. Si D@D' est standard, D ot D' Io sont au $si. La r6ciproquo nest pas

vraie on g6n6ral.
2'. 11 nly a pas doxtension 6vidente do Ia notion de d6rivation standard

aux d6rivations parallbles. En offet, on a vu qu'uno r~duction en paralble do
n radicaux peut so s6quentialiser en n r~ductions 6l6mentaires, mais do
l'int6rieur vers r~ext~riour, alors qu'une d6rivation standard doit proc~dor
do l 1ext6rieur vers P'int6rieur. 11 est facile do montrer qu'une 6tape do
r~duction parallble U pout se s6quentialiser en riductions 616mentairos
proc~dant do 1'ext~riour vers l'int6rieur :on r6duit Io radical u Is plus A
gauche do U, et on itbre sur U\u; la construction s'arrbto par to th6orbmo
dos d~voloppemonts finis. Plus g~nhralement:

Th6orbms do standardisation. Touto d6rivation ost 6quivalente A
uno derivation standard unique.

Avant do montror co thdorbme, on d6finit r6cursivemont une d~rivation
st(D) assocido & une d6rivation parallblo D.

DMflnltlon :R(D). Soit D=(M,S) une d~rivation parallble do longuour n
issue d'un terms M, avec S=[U,; ... ;U.). On d6finit R(D) comme l'ensembre
dos occurrences do radicaux do M dont mu mains un r6sidu ost r6duit dans D:

R(D) - ve R(M) 13 "kn u\Sl,k-1r'~Uk* 0).

DWflnltlon :st(D). Soit D=(M.S) une d~rivation parall~le do languour n
issue d'un terme M. On d6finit r~cursivemont une d6rivation st(D), qui
r6duit un radical A chaquo 6tapo. Salt S=[U1; ... ;UnJ. 11 y a doux cas.

- D et vido, c.a.d. Uj= o pour tout L. Alors st(D) est la d6rivation vide.
- uinon, soit u l'occurronce la plus A gaucho do R(D). Par Io lomnme

ci-dessus, on obtient quo u sat uno occurrence do radical dans M, qui est
pr6sorv6o par Ia d6rivation D, jusquA 6tre r6dulte, disons A 1'6tape k:

ueR(M,UNSj.ii= tu), u*Uk.

Solt D'= st(DM). On prend pour st(D) [a ddrivation issue do M qui r~duit
u, st s poursuit par D'. C'est-&-dire, avec D'=(M',S') st(D)=(M,u::S').
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La construction ost illustrhe par la figure 3 ci dessous.
D- UI U2  .. Uk ..

M

Figure 3

Le soul probilime do cotto dhfinition out do montror qu'elle est bien
fondae, c'ost A dire qu'on no pout pas bouclor ind~finiment dans le 26me
cas. Mam Ui suffit do romarquor qu'on aurait alors une 6tape k qui srait
s6lectionn6o un nombre infini do fois. Pour un tel k maximum, A partir d'un
certain rang on aurait un d6veloppoment infini des radicaux do Uk, co qui
out impossible.

D6monstratlon du th6orbme do standardisation (Kiop). Par
construction st(D) ost 6quivalente A D. 11 suffit do montrer quo st(D) est
standard, et qu'une dirivation standard est unique dams sa classe
d'iquivalence. Nous laissons los M~alls do coes preuves au lecteur.

Romarquo. 11 est faux quo R(D)=R(D') pour doux d6rivations 6quivalentes
D ot D'. Par example, avec M=([x]I (11)), D=U~top)] ot D'=[Itop,[81)J sont deux
dirivations 6quivalentes monant do M A ma formo noriale 1.

D6tinltlon. Uno d6rivation normala eat uno d6rivation qui riduitA
cheque #tape le radical I& plus A gaucho.

Pour tout M, 11 oxiuto au plus une d6rivation normale do longuour
donn6o. Elio oat calcul6o par llinterprhteur naxLg.LL d6fini par $(M)-
(Sauche(M)) si M oat r6ductiblo.

Th~orbmo. L'Intorpr6tour normal ost correct.

Coci oat un corollairo Immidiat du th~orbme do standerdisation, car la

standard cruno derivation monant A la forme normalo oat normals.
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Voidi la proc6dure qui itbre Ie calcul do l'interpriteur normal.

let onestep e = let u=gauche(e) in r6duit e u";
let rec normal -e = try normal (onestep e) with NormalForm -+ e;;

Remarque..

1. Cotto sphcification nest pas satisfaisants, car cot interpriteur
recalcule & chaque fois Is radical A riduire & partir du sommot du terme. II
n'y a pas do moyon direct di6crire un intorpritour normal calculant
ricursivement sur la structure d'un lambda, A cause du phhnombne do
cr6ation des radicaux avers Ie haur. Nous vorrons comment risoudre cette
difficult6 dans Ia prochaine section.

2. Cot interpriteur nWest utile quo pour los tormes normaiisables. 11
boucle sur los termes non-normalisables, alors qu'intuitivemont il est
possible en gin6ral d'obtonir une information positive sur los
approximations successivos; des tormes obtenus Is long d'un calcul, mime
no so terminant pas sur une forms normals. Nous vorrons ci-dessous
comment calculer progressivement ces approximations.

3. En ghniral, l'interpriteur normal nest pas optimal (on nombre do
r6ductions sffectu6es). Lorsqu'il y a dos duplications, ii vaut mioux souvont
procider do l'int6rieur vors 1'extiour. Pourtant, 'interpriteur en appel
par valour nWest pas correct, car ii pout faire des 6tapos, non n6cossaires;
mime Iorsqu'il est correct, il nest donc pas optimal non plus. Pour obtenir
un interpr6tour optimal, il taut compter pour une 6tape do calcul Ia
riduction en parallile do radicaux appartenant A la mime famLL.
Intuitivement. deux radicaux sont dans Ia mime famille s'ls sont risidus,
ou criis do Ia mime maniure, par des radicaux do Ia mime famille. Cette
notion a 6t6 6t udi6o formellement par J.J. Livy, qui a montri l'optimalit6
do cetto stratigie. Remarqufz toutefols qu'une tells stratigie giniralise
notro notion d'interpriteur, car 11 dolt so rappelor do l'istoire do ses
calculs. Cefte mimorisation pout s'effectuer par des marques sur los
X.-tormes (~a~~)
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7. Approximations.

7.1. Form. normale do tate.

Los forma& normales do tfite sont los lambdas de [a forme:

avoc x, x1 . x.variables, M I... lambdas quelconquss, n,p2:O.

Uno forms normals do t~te ropr~sente uno approximation do forms
normals, car silo ost invariants (en n,x ot p) par 1-r6dluction.

type head = Head of numn * num * lambda list;; (* n, x, [M, ; ... ; MNy*
Voici Valgorithmo doe miss on forma normals do tWt d'un lambda, par

r~duction normalo

let head = hnf 0 [] (* head : lambda -+ head *
where rec hnf n stack = function

Ref(x) -. Head(n,x~stack)
I Abs(e) -4(match stack with

UI - hnf(n+l)[]e
I arg::args -*hnf nargs (subst arg e))

I App(g,d) -. hnfn (d::args) g;;

On pout maintonant organiser l'interpr~teur normal on it~rant la
fonction head.

type normal = Normal of num * num * normal list;;

let rec norm e = *norm: lambda -i normal *
let (Head(n,x,args)) = head(e) in Normal(n,x,map norm args);;

7.2. Arbrea do B~hm.

11 est aussi possible do d~finir un intorpr~teur qul caicuis, do
1'oxt~riour vors l'int6rieur mais non forc~mont do la gaucho vers la droito,
uno suits d'approximations d6crivant un arbro infini g~n~ralisant Is' notion

40



Caiculabilit6

do forme normale. Un tel arbre, sappolle 1arbLe do 13m du lambda.

type approximation = BT of num * num * (gdndrateur list)
and gdndrateur -== (void .-+ approximation);;

L'approximation BT(n,x,[f,; f2 ; ... ; fpj) repr6sonto I'information qu'on a sur
un X-terme lorsquon a reconnu qu'il so r6dult sur la forme normale cte t~te

1X1.X2 , ... I X3](X el C2 ... er). Lo g6n6ratour fi pormet de calculer
lapproximation do c, par I'ex~cution do, f10). La proc6dure approx ci-dessous
calculo I'approximation d'un ).-torme par r6duction normale

(approx. : lambda -+ approximation 4

let rec approx = apx 0 []
where mOc Apx n args = function

RefRX) -+ BT(nsxxap (fune tQ- approx(e)) args)
I Abs(e) -i- (nmh arga with

01 -apx (n+l) [Ie
I first: :rest -~apx n rest (subst first e)).

I App(g,d) -. apx n (d::args) g;;

Exempt.. Avec D =[x,y](y (x x y)), e =(D D) et M = (0 [x,y](y x)), on
obtiont approx(M) = BT(1,1,(f]), avoc fO calculant r~cursivomont la m~me
approximation BT(1,l,(ffD. L'arbro do B~hm do M est donc rarbre infini

[xJXX

(XJXX

- x](x
(xl(xI

Exercice. Rodhfinir Ie typo gendrateur on omployant uno structure doI donn~o parossouso, plut~t quo des formoturos.
Los lambdas normalisablos ant un arbro do B36hm fini. Cortains lambdas
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ant un arbro do B6hm vide (indiqu6 par Io symbol. 1), car Ia procedure head
(ou approx) pout no pas torminer.

D6finltion. On dit quo le lambda M ost djjjij. si ot souloment si
head(M) tormino.

Par oxomplo, M ci-dossus ost d6fini, bion qu'il n'ait pas do forme
normalo. Par contro, a n'ost pas d6fini, ii a pour arbro do B6hm L. Los
tormos non d6finis sont absurdos du point do vuo calculatoiro ils
n'apportont aucuno information.

Proposition. Si (M N) ost d6fini, aiors M ost d6fini.
Nous laissons en oxorcico Ia prouvo do cotto proposition, qui utilise le

th6orbme de standardisation.

Nous donnons maintenant uno autre caract6risation dos tormos; ddfinis.

D6finition. On dit que 1e lambda M ost solvable si et souloment s'il
oxiste ni ot N,.., Nn~, tois quo (Ui N, ... Nn) a 1, oOa Ui d6signo Ia fermoture
[Up, U2. ... UkIM do MeAk.

Th~orbme do Wadsworth. Un lambda ost d6fini si ot soulomont s'iI
est solvable.

Ddmonstratlon. Soit M un lambda, qu'on pout supposor form6. Si M ost
solvable, alors ii ost d6fini, par Ia proposition ci-dlessus.

R6ciproquoment, si M 0 * [x1 ,PX2 , ... ,9 Xnj(M el C2 ... e.), alors, on
d6finissant KP - [x, Y'Y21 ,...y, on obtiont:

(M (KP 1) . (K~ 1). 0* (KP I C'1 C2~ 4)01
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S. Variations sur Is notion do calcut

La notion do calcul quo nous avons 6tudi~o"Jusqu&A pr6sont s'appollo Ia
f -r6duction du X-K-calcul pur. 11 exists do nombreusos variations sur Is
th~mo du X-calcul. Dans Is chapitro 3 nous vorrons divorsos variantes
typ6es. Donnons lei bribvoment quolquos variantos du calcul pur, c'ost A
dire sans typos.

8.1. Eta-riduction

On considbro quolquofois uno r~glo do calcul suppl6montaire, appolIo
ij-r6duction, qui correspond A uno formso faiblo do I'oxtonsionnalit6

[x](M x) -* M (xnonlibredansM) (11)

ou, on notation abstraito [](M* 1) -o M, avec M+ =if 1I M.

Cot. r~gle, ost justifho par I'utllisation du )X-calcuI pour d6notor dos
fonctions. En off ot, pour tout lambda N, on a ((x](M x) N) a M lorsquo- x
n'apparait pas libro dans M.

La th6orie do la OT-r6duction nWest pas aussi 6l6ganto quo cello do la
0-r6duction souls, A causo do I'ambiguil:6 dos expressions do Is formo
([x](M x) N), qul font so chovauchor des radicaux des doux sortes. Par uno
borto do "miracle syntaxiquo", los doux sortos do reduction mbnont au
m~mo r6sultat ()d N), mais Ia notion do r6sldu nest plus claire.

La propri6,t6 do confluonco do Is Oii-r6ductlon ost cons6quonco des deux
lemmes suivants, dont nous laissons Ia d6monstration au loctour. On utilise
Is symbols -* pour la -q-r6duction (qu set dtendue par congruence sur la
structure des tormos comme ra p-r6duction), at 0 pour Ia Mi-r~duction.

Lemmo do retard do Ia r~gle il.
Si M 10N,alors ioxists P tIquo M 0 P .N.
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Lemme do commutation des rbgles ft et TI.
a. Si M 0 N, et M- N2 alors ii exists P tel quo N, ** P

et N2c* PouN 2uP.
b. SiM-a- N, et M N2 alors il existe P telquo N,- Pet N2 -* P.

8.2. R6ductlon talblo

La r6duction faible s'obtient en supprimant la r~gle do congruence de
la, relation '0 par rapport ;k labstraction. Autroment dit, Ia r6duction faible
no calcule pas A l'int6rieur des abstractions. Co calcul poss~de davantago
do formes normales, puisquo toutes los abstractions sont maintenant
irr6ductibles.

La r6duction faiblo so justifis par ('utiltsetion du X-calcul pour d~crire
des calculs donnant ultimomont des donn6es concr~tes. La r~gle k pout
alors Gtro intorpr6t6e comme une r~gls do manipulation do programmes
plut6t qu'uns r~glo do calcul propremont dito.

Nous verrons plus loin un autre formalism. do calcul, appel4 logique
combinatoire, et nous montrerons son 6quivalenco avec Ia r6duction faible
dans Is X-calcul muni des r~gles P et-n.

11 s'agit ici d'une restriction A Ia syntaxo du X-calcul :l'abstraction
[x]M nWost autoris6e quo Iorsque l'expression M a au mains une occurrence
libre do Ia variable x. Los expressions autoris6os sont appel6es strictes
car ellba repr6sentsnt des fonctions strictes, qul ont toujours bosomn do
calculer luns arguments.

Voici r'algorithms qui v~rifie si un lambda st strict

* let rec strict = function
Reft) - true

I Abs(e) -. (match locaux(e) with [1-+false 1 -4- strict e)
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I App(g,d) -4 (strict g) & (strict d);;

Nous vorrons plus tard une intorpr6tation des termos du X-calcul typ6
commo les preuves d'un calcul propositionnel intuitionists. La restriction
du X-l1-calcul correspond alors ik la logique dite relevntaio qui no reconnait
Ia validit6 crune preuve do A=*B quo sil[a preuve, do B utiliso offectivement
I'hypothbse A.

La th6orie syntaxiqus 'du X-11-calcul est plus simple que cells du
X-K-calcul 6tudihs pr~c6demment. Les termes solvabs smont oxactement
los termes normalisables. Un terms est fortement normalisable si et
seulement sil est normalisabie. L'nterpr6tsur par valour est correct. La
d6rivation normals east do longuour maximalo dans so classo.

8.4. X-calcul lUndalro

11 Wagit id d'une restriction suppl6montaire :lIabstraction [x jM West
autoris6* quo lorsque 1lexpresuion M a exactemont une occurrence do Ia
variable x. Los exprobsionsa autoria6es sont appol6os JindaILI.- car silos
repr~sentent des tonctions qui utilisent lour argument do fagon lin~aire.

let rec linenr = function
Reft) -. true

I Abs(e) -*(match locaux(e) with U -+ linear e
I -. false)

I App(g,d) -.4 (linear S) & (linear d).;

La th6oris sayntaxique dovlent prosque trivialo los d6rivations
6quivalentes ont toutes Is mime longuour.
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9. Sdparabllt.

9.1 Enonq# dui th6orbmo do B6hmn

On rappolle los d6finitions :T = (,x,y]x, F = (x,yjy.

D6tlnltion. On dit quo los lambdas M et N sont akolarablesa si et
seulement slil exists des termes torm6s P1,...,P3 tels quo (M P1 ... Pn) .~*T

et (N P, . P,) ** F.

Th6orhmo do B6hm.
Deux formes P-normalos non ri-convertibles soft s6parables.

Coroltairo. Tout modble identifiant deux formes P-normales non
il-convertibles est incohdront.

lei incoh~ront vout dire idontitiant tous los termes torm6s. Ce
corollairo ost immddiat, en romarquant quo par definition do T ot F on
pout facitemont romplacer dlans la d~finition do s6parable T ot F par dos
tormos form6s P et Q arbitrairos.

La prouve du th6orbme doe Bbhm nhcossite Vintroduction do certainos
notions sur los arbres do 86hm.

9.2 Chalnes, accoaalbllt6.

Dhtlnition. Un. cbhaina do longuour s ost une suite
S = [(0, n,, in,, p,); (kj, n2, in2 , p2) ... ; (k,_,, n,, m,, p,)],

v6rifiant, pour tout Lgi~gs :nj2:, p1?O, 1.<mjU=0ijnj,
et pour tout I~ics : 15ki!5pi.

Intuitivement, une toile chains denote un chomin do longuour S clans un

arbre do B~hm. Los ni sont lsarit6s des formes normales doe tilto



succossivos, les mi los variables do tito, les pi lour nombro d'arguments,
t'occurrence dans l'arbre do B36hm out la listo dos ki.

DdfInltlon. Soil M ost un tormo forind, L uno listo do gdndratours, atQ
une listo d'ontiors do longuour s. On dit quo la chaine S do longuour s out
accesildIam M Xar L modulo Q sl:

-soft s=O, S=[], Q=[]J, L = [function 0 , nfM]
-salt s=t+ 1. S=T@ [(k, n,, in5 , p,)]. 00~q].oj

eT = [(I. a,, inl, pl); (k,, n2. M2 , P2); ..; (kt11 , int, PdJ est accessible
dans M vers [f,; f2; ;fj] modulo Q'z[ql; q2; ... ; ,.avec X. = pt si t>0, 1 si
t=O,

* 1!9X f k() = BT(n,m.[g,; 92; .. ; 5,1). p6,=p+q1 , n,=n+q,. in,=m+Elj-r,sjq3 ,
avec: r minimum tot quo M2:ZU=r,s](n,.qj),

* L-- [Ig; ... ; gp@h;..; h2; bJ, oCO hjo(- BT(Oj,[rD, pour 1:5j:q=q5.

On suppose dans la ddfinition ci-dessus, et on vdrifie par rdcurrerice, los
assertions suivantes

* O5q1 :5n1 pour tout 1!5ilt.

L'intuition out la suivante. S out un chernin dans l'arbre do B~hm dtune
TI-expansion do M indiqude par le vecteur Q. L'entler r ost la hauteur dans
cot arbre A laquelle out iMe I& variable rn. A cheque 6tae i on s'autorise q,
applications do la rgle do i-expansion (ii-rdduction Inverse). On suppose
quo le long do ce chemin le sous-terme correspondant out ddfini.

Remarques.
1.ualMot S sbnitdonns ot slS*teccesuible dons Mvers L modulo Q,

alors L ot Q sont calculable* -do manibre unique. Autrement dit, L et Q sont
des fonctions rdcurslves partiollos do (M,S). On no pout pas espdrer mioux,
car nous, vorrons qu'it est inddcidable on gdndral &I un torme est. difini ou
non.

2. Si S out accessible dens M vers une lists L do longuour X, atore pour
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tout I SkX pour tout nZO, si SO 1(k. n, m, p)] st accessible dans M, Is
pairs (in. p) eat unique. Dane ce cas on 6crt :

(in, p) = Acch(MSjk~n).
Rhwmarquons qu'alor pour tout qWO, on a: (m+q, p+q) = Accbs(M,S~k,n+q).

9.3 Technique do d6bhmltloatlon.

Propouitloiz 1. Saient M et N deux termos ferm6s, toes qu'il exists S, k
et n tole quo :Acc~s(M,S,k,n) * Accbs(N,S,k,n). Alors M et N sont
s6parables.

L'ld6e do la preuvot ('B~hm out technique") est relativement simple, nous
laissonh lea ditails au lecteur. Le chemin S reprisente un chemin
compatible dana lea arbres do B6hm de M ot N, modulo certaines
rt-expansions, qui mbne A une diff6rence irr6conciliable, cest A dire A des
sous-tormos d~finis avoc dos approximations incompatibles. La premibre
dtape consists A projetor M et N Is long do S, pour faire apparaitro des
instances do ces sous-tormes par P-r6duction do rospectivoment (M P1 .
Ps) ot (N P, ... P.). On so rarnine sinai A P'un des 2 cas:

a) [u~vI(u M, ... M3) A diff6rsncior do (u,v](v N, ... Nj), ce qui st facile
par application finale do U = [UP, U2 ... , uiJT ot V = [V1, IV2 ... , vj]F.

b) [u](u M, ... K) i diff6roncier do [uj(u N, ... N,), avec i*j. Dans ce cas,
on supposant par oxemple ij, avec k=i-j, on applique X - UI. U2 ... I U~i,
puis Y - [VI, V2 .. ,Vk)T, puis k fois F.

La seulo dlffgIcult6 qui so pr6ssnto eat dana Is promibro 6tape,
loraqu'uns variable apparait plusiours fois Is long du chomin S (ou
simultan6ment aur S et en tant quo variable do M~e do l'un des doux
sous-termos acc~d~s par S). Dons os cas il faut d'abord substituer A cette
Variable uno expression du genre LU1, U2 ... I U, WJ(W UI ... %), avec: n
suffisamment grand, ce qui permet do to raini,-9r au cas oO lea variables
n'apparaissont qu'uno fois. L'oxomplo qul suit oat caractdristiqus do cette
technique.
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Example. Soit M N r]( I Ni 11)) at N- [u)(uj ( u I) On prond
P1 Pe 2 (U), u21U2, P3= (ul. u2lu1, P4 - 1. P5= luIT, P6= ful, u2 JF.

Proposition 2.
Soiont M at N deux formeos O-normates; non TI-COnvertibles. 11 oxists S, k

ot n tois quo : Acc~s(M,Skn) * Acc~s(N,S,k~n).

Nous laissons au iocteur Ia prouvo do coe proposition. Le th6or~me do
B~hm oat maintonant cons6quenco, diroct dos propositions 1 ot 2.

On romnarquo qu'iI nWest gubre possible do faire mioux, dans la riwsure oOi
des formoes normialos iI-convertibies no sont pas s6parablos. Par exomple,
consid6roz I ot A=[u,v](u v).

L'importanco du th~or~mo do B~hm est qu'ii donno uno condition trbs
forte sur la construction do mod~ios. Doux tormos normalisablos non
0-convertibles no sont idontifiables dons un modbl. non-trivial quo s'ils
sont Oil-convertibles. Coci fixo on gros los trols dogr6s do liberth d'un
modble par rapport au modblo puromont syntaxique des arbros do B~hmn

- Io modilo pout ou non vdrifier q~
- Is modblo pout identifier plus ou moins los termos non solvablos
- Is mod4Io pout 6tro plus ou moins riche on points non d6tinissablos.
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11 - Typage

1. Les types conjonctlts.

1.1 Expressions do types

On considbre un ensemble d6nombrable V do lyoos atomnigues. On d6finit
rhcursivemont loensemble T des expressions do typos comme le plus petit
ensemble contenant la constante w, les 6l6ments de V, et ferm6 par les
doux op6rations binaires -+ et A.

woe T
QXEV a cKT

a ote T T

a~eT cA 4e T

Nous distinguerons dans la suite trois niveaux do typage, corrospondant
A dos restrictions du systbme ci-dossus. Le syst~mo complet sera d6sign6
par E, le syst~me sans [a constante o) par D, et le systbme nadmettant quo
le constructeur -+ par C. On 6crira donc Tc, TD et TE pour los trois
ensembles doexpressions do type.

type typexpr = Omega
I Atom of num
I Arrow of typexpr * typexpr
I Conj of typexpr typexpr;;

1.2 Typage des X-termes

Un cantaxjta est une lists do types:
type contexte ==typexpr list;;
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Si r ost un contexts do longuour n, et x la variable Ref(m), avoc m~sn, on
note r, pour la m-ibme composante do r.

Pour taciliter'Ia lecture, on emploie la notation concrate [xjM pour
l'abstraction, et on dcrit do mime flx:aJ pour a: :1.

On donne maintenant r6cursivement la d6finltion d'une relation entre un
contoxto r do Iongueur n, un X-terme Me An et un type a, 6crite rIFE M a, et
dite jugamort do tvoaga, comme la plus petite relation I-v6rifiant

i. rl- x: r,
2. rfx:a]1- m : p= r1- [xJM :a-4
3. ri-m: -+p A r-N :ZaerI-(M N):

6. ri- m: a A ri- M : p =* ri- M : wq3
7. rj- m o

Cet ensemble do rigles conceme Is systbme complot E. On v~rifio quo si
ri-E M : a, alors ae TE.

Expliquons maintonant la restriction au systime D. On dit quo r st un
D-contextedo MeArl ssi r*T0). Le jugomoent ri-t0 m : a out alors restreint&
r D-contexte do M, et est d~fini par les r~gles 1 A 6, avec; ot,e TD. Do m~me
quo pour E. on v6rifie quo s1 r I-o M : a, alors asTD. On d6tinit
similairement to jugement 1-c, avec raTon, ot en so limitant aux riglos
1,2 ot 3.

On considbre 6galement une variante D' do D, qui utilise tous los types
do TE, mmis m~is dont to jugement do typage oat difini par los rigles 1 6 8,
plus la rigle

0611nltlon. Solt M,Ne A.. On d~flni MQN ssi r 1- m :t i ntratne r I- N :,t
On 6crit mu bosoln cc, co t rE pour pricisor.
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La proposition suivante est vraie pour les systbmes C,D, D' et E.

Proposition 1: monotonle du typage.
La relation r. est une A-pr6-congruonce, c'est A dire

Mr.M.= (M N)r.(M N)
McM'=. (N M)r.(N M')
Mr-M= [xJM r-(x]M'

D6monstratlon. Immhdiate, par inspection do [a d6finition du
jugement do typage.

Corotlalre. Soit R uno A-relation, A(R) la A-pr6-congruence engendr6e
par R. Si R est contonue dans r-, alors A(R) l'ost aussi.

1.3. Synthise do typo dans D.

Tout termsesot typablo dans Is systbmo E, puisque r FE M : w. Nous
vorrons plus loin quo los tormos solvablos ont des typos plus informatifs
quo.w. Le terms (x x) nest pas typablo dans 0. car ii n'oxiste pas d'instance
commune A a-+p e ot . 11 ost typablo dans D, puisque:

Plus g6n~ralomont, nous allons montrer quo tout terms normal ost
typable dens D.

On montre dabord un r6sultat technique. On d6finit un ordre d'inclusion
des contextes, commo suit. On postulo quo l'op6ration A ost associative,
commutative, et idempotonte, quo' ca est un 616ment noutre pour A, et onl
6orit pour l'6quivalenco correspondants dens T. On d~finit uno relation
par:

CLI P 0OLA EQ
11 est facile do v6rifior quo !5 d6finit un pr6ordre admettant A pour inf, co

pour 616ment maximum, at m pour 6quivalence engoridr6e. On Mtend !5on un
ordre crincluslon des contextes do me longuour: r!5,& ssi pour tout x on
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a 17, S,&,. De mime on difinit la conjonction r A A do deux contextes, r et a
do mime longusur, comme 1e contexte associant A x le type obtenu A partir
deorAA& en simplifiant .par los rigles d'idempotence et do neutralit6
(modulo commutativit6 et as~ociativit6).

Proposition 2. Si r I-,) m: a et A:5 r, alors A loD M a

Di6monstratlon. Par r~ourrenco sur la prouvo do F I-D~ M :a. Les details
sont laissis au locteur.

Remarque. La proposition 2 ost 6galoment vraie dans los systimes E, D'
et C. On a 6galomont la proprift :

Proposition 3. Si r I-D* M :a et a!5 P, alors r I-Do M 0
Cotte propriit6 est vraie aussi dans D avec: la condition Pe To.

Lermme 1. Tout terms, normal oct typablo dans D.

D6monstrstion. Soit M,.An normal. On montre qu'iI exists un
D-contexte r do longuour n ot a~e To tels quo r j- m: a. Do plus a pout 6tro
choisi arbitrairoment ci M nest pas une abstraction. Par ricurronce
contoxtuelle.

- Si M-x, avoc a arbitraire, on prond r. (x1 :al1]... (x:a~j-.. (Xn:anj. Los a,
pouvent aucci 6tro choicis arbitrairemont, par exomple commo dec
6limonts do V.

- Si M-[xJN, on a par ricurronce flX:y] I-D N P. On en diduit r I- Mr-P
- Si M-(N P), on a par ricurrenco r I-D P P- Pour a quolconque, on sait

par hypothise do ricurrence quo A loD N : -+a, car M normal entra~no quo N
nWest pas uno abstraction. On on didult r A A I-D M a O, on utilisant la
proposition 2.

Corollairo. Tout torme normal oct typablo dans D', et dans E, avoc un
type dans To, ot un D-contexte.
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Remarque. Les regios 1, 2 et 3 sont "dirighes par la syntaxe", alors
quo ies r~gles 4, 5, 6 et 7 sont "structurolles". 11 est possible de
restreindro I'utilisation des reglos structurolles; par exomple, nous
laissons au lectour la v6rification do la proposition suivanto.

Proposition 4. Dans une preuve do r I- Ix]M :a-J3, on peut supposer
sans porte do g6n6ralit6 quo la derni~re regle employ6e est la regle 2.

1.4. Typage ot calcui.

Nous montrons que le calcul pr6serve le typage. Le lemme suivant est
vrai indiff~remment pour los syst~mos C, D, D', et E.

Lemme 2. ([x]M N) r- M[x..-N]

D~monstratlon. R6currence sur la preuve du jugemont de typage r I
([x]M N) :a. Par cas. suivant la derniere reglo.

- r~gle 3. On a donc r 1- (xim: -4 ot r I- N :y. Par la proposition 4, le
premier jugomont proviont do rfx:y] I- M:a. En rempiagant partout dans la
preuve do ce dernier jugement los utilisations des hypothbses x:y par des
preuvos; do N : y on obtient une prouvo do r I-M[x.-N] a. (On laisso au
lectour los d6tails do cotto r6currence)

- rigles 4,5 et 6 :pas do problbmo
- do m6me pour los rigles 7 (pour E) et 7' (pour D').

Corollaire. M 0 N =* McN

Par le corollaire de la proposition 1.

Remarquons qu'ii on est do me pour la q~-r~duction .

La r6ciproque du lomme 2 West vraio on g6n6ral quo dans E, A cause des
combinateurs constants tols quo K, qui peuvont faire disparattre par
calcul des sous-termes non typables.
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Lemme 3. M~x4-N] r-E a[x]M N).
Ddmonstratlon. On donne I'id6e. Salt Ti- Mfxi-N] a. Dans Ia preuve de

ce jugement. solent rI N , ... r I- N : y tous les jugements employ6s aux
diff6rentes occurrences de, x doans M. Salt yYT A ... A fl si n>O, y=(a si m-..
On a rlx:y] I- M :a. dOOj TI- [x]M :y-4ot, et T I- N : y croO finalemont TI1- ((xJm
N):.

Remarque. Pour expliciter formellemont les prouves des lormos 2 et
3, ii taut utiliser IT I- N~n y,1 , obtonu par it6ration do Ia propri6t6

Corollalre 1. M 0 N =*NaEM

Corollalro 2. M ** [xJN =* M a d'autros E-typos quo ca

Corollalro 3. Si M ost normalisablo, alors r FE~ M : , avoc: teTD et
reT Vl

Nous allons maintonant montrer quo si do plus toutes los r6ductions
issues do M torminont, cest & dire si M ost fortement normalisable, alors
Moest typeble dlans D.

1.5. Typage des terms* fortoment normallsables.

On montro crabord un lommo qul raffino Io lommo 3.

Lomme 4. Si N ost D-typablo, aiors Mlx-N] go ((x]M N).
Ddmonstration. Commo dlans Is prouve ci-dossus. Solt r N ~.On

Prend 7 - i A .. A Yn si n>O, y= -Asi n-0.

Remarqu.. Tout sous-tormo d'un term. D-typablo Vest aussi. On
obtient donc en corollaire, Is lemmo 3 pour Is systbmo D, dlans Is cas du
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X--calcul.

Exercice. Le lomme 4 est facile pour D', en prenant y=mc dans tous les
cas. Montrer Io lomnme 4 dans Is cas du syst~me C, en utilisant Is lemme du
typage principal ci-dessous.

Lemnme 5. Si M est fortemoent normalisable, alors M est D-typable.

Ddmonstration. Par rcurrence sur la paire (E-(M),O(M)), ofi B(M) ost la
longuour do la plus longue dirivation issue do M, et 0(M) est Ia taille do M.

Si G(M)-O, M ost normal, ot ost D-typabte par Is lemme 1. Sinon, M
poss~de un sous-terme r6ductible, soit ([x]N P). Commo B(P)E(M) et
O(P)cO(M), on a P D-typable par hypoth~se do r6currence. Soit M' Ie terme
issu do M en r~duisant ce radical. Comme E(''EMon a M' D typable par
hypothbse do r6curronce. M ost donc D-typable, par Is lemme 4 St Is
coroltaire de la proposition 1.

Rermarqu.. Un terme pout avoir tous sos sous-termos normalisables,
sans 6tre pour autant fortemont normalisable. Par exomple, consid6rez

M - (fx] ([y]z (x x)) A), normalisableoen z, mais non fortement
normalisable car r6ductible A ([y]z Li).

On a bion (z :x I] E M :a, avoc ae To (corollairo du lemmo 3), mais M nWest
pourtant pas typablo dans D.

Problbme.
Le lommo I n'ost pas vrai pour Io syst~me C, puisque A nest pas

C-typable. Est-il possible d'onrichir C on C', avoc: la r~gle 7', pour obtenir
Is lomme 1, et donc Io lomme 5, sans pour autant avoir do types
conjonctifs? Montrer quo los typos mcet cc-+a suttisent. Rotrouvor los
typos do Wadsworth.



Calculabilit6

2. lnterpr6tation des types.

2.1. Parties o-satur6es

Sait A rensemble des X-termes. Solt (' uno partie quetoonque do A.

Uno partio A do A est dlito 0--atur~o ssi pour tous tormos; M, NI, N..,
do A on a,pour tout Ndars 0

Nous allans maintonant interpr6ter los types commo des parties
0-satur6es do X-termos. L'op6rateur A sera interpr6t6 comme

l'intorsoction. 11 ost clair quo si A et B sant 0-saturlos, ators AtIl est
aussi. Donnons maintonant l'interpr6tation do l'opdrateur ..

Ddtlnitlon. Solont A ot 8 des parties do A. On d~finit
A-+B ={M IVN e A (M N). B ).

Lemme 6. Si B ost 0-satur~o, A.-+B 1est aussi pour taut A.

bdmonstration. Solt (M~x4--NJ N, N2 ... N,) e A-4B, avec N. '. Solt P.e
A. On a (M[xm-NJ N, N2 ... N, P) e B par d6finition do A-.B, at donc 6galement
(jxjM N N1 N2 ... N,~ P) e B puisque B est <D-satur6o. On a donc, par d6finition
do A-*B: ([xJMN NN 2 ... N,) aA-4.

2.2. ('-interprdtatlons

DdflnItlon. Solt 0 une partle queloonque do A. On appelle
D-intargritmtlon relative 6 (b'tout, application I qul associe A tout type
atamnique a uhe partle 0-satur6e 1(m). On 6tend I & tous les types, par:

-(IP I(aY)l(A)
l(cL-*0) 100cx-4l(p).
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On d~finit do mie une D'-intorpr~tation, en choisissant pour 1((0) une
partie 4i-satur~e telle quo l(a) a 1(w) pour tout typo a.

Enfin, uno E-interpr6tation ost uno D-intorpr6tation relative 6 0,-A,
v~rifiant do plus : I(w - A.

On obtient, dlans los systbrmes D, D', et E, pour touto interpr6tation
relative A 0:

Corollairo du lemme 6. Pour tout typo t, l(r) ost 0-satur6.

Lemmo do coh~rence deans D. Soit I une D-interpr6tation relative A 0
toleo quo 1(c) r-0 pour tout type tE To- Soit MeAn, et r un D-contexte jxl:a1 ;

x,:a,,]. Soit Nje 1(al),., Nne I(a,). Alors pour tout typago r 1-D M : a, on a
M[x,4-N1] ... Ix,&-Nje 1(00.

Drmonstratlon. Par r6curronco sur la preuve du typage. Par cas
suivant Ia dernibre rbgle du typage r 1-D M : Qa:

1. M -x,, a = aji doOi M~x14-N1J ... (x,+-Nn] - Nie 1(a),
2. M - x]M', a = P-y ftx:p] 1-0 M' : y. pour tout Ne I(A) on a par hypoth~se

do rhcurrence M'fxli-N1] ... fxn.-Nn][x4-N]el1(y). Cormo 1(-J) Ost 4'-saturi, et
quo Ne I(A) c 4 on a (MIX, +-N I ... (x,+-N.] N)e 1(7). Par d~finition do I(a) -

l)-Iyon a donc M~x 14-N1] ... [xn+-Njc. l(a).
3. m - (m, m2). r i-, M2 : p, r I-D M I : 0-ot par hypothiso doe r6curronce on

a M,[x,4-N,] ... [x,.+-N1Je I().)ot M2fX14-NIJ ... [x,.-N,]e l(p), d'ob MIX, +-N,]

.. x+-Nje Rot).
4. 5 St 6. Evident, car I(PAy) a ~~~)

Lemme do coh~renco doe D. Soit I uno D'-rntorpr6tation relative A
0b toie quo I(t)r. 0 pour tout typo t 'TE. Soit me A, et r un E-contexte Ix1:a1;

x,:a,1. Solt N, a 1(a)... Nne l(Q,). Afors pour tout typage r -,. m : a, on a
MIX,+-Nil ... (x,+-NJ. l(a).
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Ddmonstratlon. Comm. ci-dessus, avoc en plus. le cas 7'
7'. ot = w, r ?-D' M p. e-t par hypoth~se do rhcurrenoe on a Mfx,4-N1J..

Lammo do coh6rance dans E. Solt I une E-interpr~tation. Solt Me An,
et r un E-contexte [x1:ctl; ... ; x,:ot,]. Bolt N, aI(a1,).N~el~ct,). Alors pour
tout typing. r FE M : , on a M[xi-N1) ... IX,-Nnle l(q).

Ddmonstration. Comm. ci-dessus, avec en plus le cas 7, trivial car
1(0)) - A.

2.3. o-md~quatlon

DWflnition. Solt 'IF et e des parties quelconques do A.
On dit quo le couple ('P,e) est 0-adig u at sal T est 4'-satur4, e Q T, et:
Al. Pour tous Mee et Ne'IF, on a (M N)e
A2. Si pour tout Nee on a (M N)e IF, alors Me'IF.

Solt ('Y,e) un couple 0-ad6quat. Solt EI',e) reonsemble des parties
4'-satur6es do IF qui contiennent S. On a Toe ~E(IF.), ot E',S) est ferm6 par
intersection. Montrons qu'Il est 6galement ferm6 par I'op6ration .-.

Lomme 7. Si X,Yn EQYF,9), alors X-+Ya E('Y,0).

D6monat ration. Soit X. EeI,6). Z - X-+Y. On dolt montrer:4
-a. Z r. V. En oifet, soit Me Z. Considdrons No e quelconqus. Xe Eff e)I

entrafne 0 r. o t done No X. On obtient donc, par dhfinition do rop6ration
-,(M N)eV Y r 4. Par la condi'ton A2 cl..dessus, on a bion Me TP.
- b. Z st 03-satur6. Par Is lemme 8, car Y est 4'-satur6.
- c. 8 r- Z. -En effet, soit Me e. Pour tout No X c WI, on a par Ia condition

Al ci-dessus (M N)eo 0 r. Yet donc Me Z par d6finition do -.
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Corollalre 1. Solt (WV.0) un couple 0-ad~quat, I une D-interpr6tation
relative A 0 tells que 1(a) E (",e) pour tout type atomnique at. Alors;
1(a)e E('F.9) pour tout a. TD.

Corollalre 2. Solt (1F,49) un couple 0-adiquat, I une D'-interpr6tation
relative A 0 toile quo I(a)e E (',e) pour tout typo atomnique a. et l(w)e E (hV.).
MAlrs (a)e E(WPO) pour tout a. TE.

Corollalre 3. Solt (WI,G) un couple 0-ad6quat. I une E-intorpr6tation
tolls quo (a). EQP,G) pour tout typo atomique a. Alors 1(a). EffVe) pour tout
a. TE0.

Romerque. AeECPr,9) nest vrai que lorsque 'V=A, cas limite do pou
d'int6rlt, car on cherche A utiliser IF ste comme bornes dos termes typds,

2.4. Applications

Dans los doux applications qui sulvent, on prendra pour 0 Is plus potit
ensemble O(ff) contonant los variables, et fermh par Ia condition Al
ci-dossus, c'est-&-dire rensomblo dos termes; (x N, ... Np). avec N1.'!, paO.

2.4.1. Dans D ou D' Fortement normallsablos

Supposons quo IF soit uri partie 0-satur6e do 0, ot soit 9 tol quo Is
couple ('V.0) solt 0-ad~quat. Solt I une D-interpr~tation relative A 0. tells
quo 1(a) - 'V pour tout type atomique a. Par Is corollaire 1 ci-dossus, on
obtlent 9 r. I(t) r. V r.0 pour tout typo to To. On pout utilisor Is lemme do
D-coh6renco. Solt MeAn. Si e - GF), touts variable oat dons I(t) pour tout

type toTo. On obtiont donc quo r I-D m a ontratne:I
M - Mlxi+-XiJ ... [xn+-X1Ju l(a) Q 'V.

j Exemple.

On prond 0-V-l'onsomble NO des terms& fortemsnt normalisablos. OnI

so
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montro quo I& couple (N' ,e(N*)) oat N*-acl6quat (Exorcico). On obtiont la
r6ciproque du lemmo 5. D'oO

Th6orbmo 1. M ost fortomont normalisablo 551 M est 0-typable.

Dans D', Is m6mo construction oat possible. On prond l(w)-'I, ot Is mkno
raisonnement, on utilisant I0 lommo do D'-coh6ronco, montre quo M
D'-typable entratne MayI. Le mkno Oxomplo montro donc quo Io typag dans
D' ost 6quivalont au typaboe dans D. On a just. un pou do fioxibilit6
suppl~montaire, avoc des typos tola quo o-* qui ost Is typo des tormes
qui donnont un tortomont normalisablo quand appliqu6 A un tortomont
normalisablo.

2.4.2. Dans E :normallsablos

On prond O-A. et IF I'ansemblo N dos torrnos normalisablos. On montro
quo Io couple (N ,e(N)) oat A-ad6quat (Exorcice). Soit I uno E-intorpr~tation,
toleo quo 1(a) = N pour tout typo atomiquo a. Par I0 corollairo 3 ci-dossus,
on obtiont 0 - I(t) c IF pour tout w*~ .To. Solt Me An, tol quo

(x1:a1; ... ; x,,:a% I-E M :a, avoc t., a,, an* c.To . Puisque e - e(Y), touto
variablo ost dana 1(,t) pour tout typo 6To, ot doric x,! e (a1), , xn.e I(Q,). On
pout utiliser I0 lommo do E-cohiroo, croO

M - MIxi-x1] ... 1xn4-XtJ)e 1(a) Q WP.
On obtiont donc la r6ciproque du corollairo 3 du lommo 3

Th~orbme 2. M oat normalisable sal n.-E M ~,avoc %a TD ot r*TDn.

Corolloiro. l a propri6t6 dit E-typablo sans w out ind6cidable.

Exercico. Utiliser pour TP 'onsomble des tormos normalisablos par
d6rivation normal*. En d~duire une autre preuvo du fait qu'un. terms est
normalisable sal il oat normalisablo par d~rivation normal*.

Problbmo. Trouvor d'autros intorpr~tations lnt6roaaantes.
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Remarque. Coils section est inspir6e des notes do cours do J.L. Knivine
'tLambda-calcuI typ6". Notre traitement a lavantage d'6tre uniforms pour
los deux applications ci-dessus. Le systbme E est nomm6 DO dans Krivine.

Alde-m6molre. La mhthode permet d'encadrer l'interprhtation d'un
type v entro, los ensembles e et %P. Dans los deux applications, on obtiont

Dens D on prend T= 0= W, dans E on prendF=H N t 6= A.

Remarque. Coils m~thode, impose 1(t0* pour tout type t. En offot, si on
avait l(t)-0 pour un v, cola imposerait e.0, et donc 7-A par la condition
A2. On n'aurait dans ce cas limits aucuns information sur l'interpr6tation
0~ I(T)r.A pour tout v.
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3. Typage polymorphe.

MI1. Types principaux.

DMfInitlon. Morphismee do types. Uno application a do T dans T oat
un mormhisme do types ssi:

G(MAP) = C(U)ACO)

GO)) = a.

On 6tond naturollemont uno tells application A un contexts.

Proposition 8. Si r I- M : a. elors pour tout morphisme do types a, on a
aussi o(1) I- M : (a).

Ddmonstration. Facile, par Inspection do I& relation do typago. Lo
r6sultat est vrai dans tous los syst~mes consid~r~s.

Ddflnltions. On dit quo Is typago r I- M :a oct QlusL.gjnkail quo_ Is
typago a I- M : ft si 11 exists un morphism. do typos a tel quo awo(1) ot
Pm0(a). On dit quo Is typage r I- M :a oct 9Lnp~jaa. sci a est plus g6n6ral
quo tout typo do M dens Is context& r.

Un terms no poss~do pas en g6n6ral do D-typage principal. Par exemplo.
I0 combinateur I poscbde dans Is contexts vide tous loS types Q1 -MA1
U2 -0% 2 A ... A a,-4an, pour n arbitaire, et coc types no sont pas on 96niral
unifiabios en a-+a. Nous allone voir quo I* rsuat eat par contre, vrai dens
Is discipline, C.

&.2 Synthbso do type d-ane C.

On procbcdo comme dens Is synthie. do typ 6tudlie dons Ia prouvo du
lemme 1. La dlff6renco principals oct quo I'opdratlon A lor'de Ia
conjonction doe contextes ost rompiac6. par I'unifinaion des sch6mes do

type correspondent. Cetto op6ration pout 6chouer, ou r6uslr avec un
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unificateur principal.

DMtlnltlon. Soit MeAn, at r un C-contexte do M. On dit quo M ost
C-tynabl. modulo rssi ii exists un morphismo do typos a ot un typo C tols
quo anr)I-c M:,C.

Lemmae do typing. principal dens C.
Saft MeAn, at r un C-contaxto do M. Si M ost C-typablo modulo 17, alors il

exists un C-typago principal do M modulo r.

Ddmonstratlon.
On procbdo comma plus haut, par r6curronco contoxtuallo sur M.
- Si M-x, on a ri-c m:r
- Si Mwfx]N. on choisit a nouvfloe variable do typo. Par r~currence, il y a

deux cas. Si o~rx:a]) 1-c N : , on an d6duft o(rl I-C M :~z)4 Sinon, dest A
dire si N nWest pas C-typablo modulo rlx :aJ, alors M nWest pas C-typable
modulo r.

- Si M-(N P), supposons an1 I-C P : , at p(a(r)) I-c N :y. Soit cc uno
nouvello variable do typo. Si p(p) at y.-+a no sont pas unifiables, M West pas
typabla. Sinon, saft k lour unificateur principal. On on d6duit t(p(o(r))) Fc M

4(aQ). Dans tous las autros cas M nWast pas C-typablo modulo r.
Nous laissons la prouvo do la principalit6 do Is construction au loctour.

Example. [x][y](x (y x)) est C-typablo dons Is contexts video, do typo
principal ( )-((-p-a-~,avoc a at 0 daux variables do typo.

Rormarque. Pour tout terms M, on obtiont un typage principal do M,
loraque M alt C-typablo, on pronant pour r Is contexts qui associe A touts
variable une variable do typo distincta.

Probibme.. Montrer quo I* calcul du type principal crun ).-terms M dens
Cast lln6aire en la tailla do M.

Remarque. La langaga des C-typos nayant qu'un soul symbols do
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fonction, Ia souls cause do non-unification do deux bch6mas do typos st
Is test d'occurrence, qul refuse runification cd'w~e variable do type a uvec
un schema t-4i contehant une occurrence do cL. SI on relax* cotte
restriction, ce qui rovient & autorisor dos types r6cursifs tots quo OLM104
atars tout terms doviont typablo trivialomont.

Remarque. X-tormos typds.

Dans Io systhmo C, in typage ost ontibromont d6tormin6 par uno
d~claration do typo aux variables. Le context* donne 16 typo des variables
libros. Pour los variables lies, 11 est usuet do dclarer tour typo done un
champ suppl6mentaire do lop6ratour d'abtraction.

11 faut faire attention toutofois A distinguor lea )..-ormos a~gX
des X-tormiss Nodsi Par oxomplo, 11 ot g6n6ralemont admis quo les
X-tormos; avoc typos admottont Ia propri~t6 do Church-Rosser, on utilisant
Is fait quo los torrnes puns 'admottent, et quo lo calcul pnteserve los typos.
Mais ce raisonnomont W'est vatablo quo pour los tormos qui ont
effectivement un typo. Mais it st faux par examplo quo Ie pil-calcul
possbde Ia proprift6 do Church-Rosier sur Ine terms* avec typos, commo
Io montro

Contro-exomplo (Nodorpolt). Lo terms (x:aJ([y:Ojy x) so P-r6dult o Ih
[x:cx~x ot so i-r~duit on fy:01y.

3.3. Polymorphisms simple.

A partir do maintonant, on donne une forms plus lisible au radical
([xJM N) on r~crivant 1*1 x-N In M.

Consldrons Is terms 1*1 i,[x~x In (I Q). Co terms nWest pas typablo dons
C. L'algorlthmo ci-dossus Io rojotto, car los sch6mas do types a at (4-40)
no sont pas uniflablos. Pourtant Ia forms r6dulte (lxx lxix) do co radical
set typabto. It eat facile do comprendre Is plus grand* llbert6 obtenue on
dupliquant Io sous-tormo (x)x :leo doux occurrences pouvent Mtrs typ6es
avec doux copies a- ,x t %- do son type principal *-.a. Du point do
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vue du typage dans la discipline D. il est facile d'expliquer comment
obtenir l'effet de cette duplication, sans avoir A effectuer la conversion.
Le typage dans un contexte r du radical ((x]M N) aboutit d'une part A:

r J- N : ,e, avec rw onF
et d'autre part A:
r[x: t, A %A ... A '9j) I- M : e, avec r- p~r). Plut6t que de chercher it

unifier les Tcomme plus haut, on transforms au contraire e en elA e2 A..

A'e4, oDi les -e sont des copies doe i, mais avec un renommags des variables
de type locales A e (c'est A dire ni'apparaissant pas dans r). On peut
maintenant chercher A r6concilier les deux parties de l'application en
unifiant 'T A '2A ... A T, et 'el A 'elA ... A t',. Autrement dit, on unifie
s~par6ment cl et e, T2 tet , ..., % se , mais en oubliant entre chaque
unification les substitutions aux variables locales doe i. C'est-A-dire, si al
, a2 ,** .. ,k sont les variables locales de ?c, on considbre que e~ est g~nirique
en les El1, i.e. e. Val a2 ... ak'. Lunitication de ei t -r ne garde pas trace des
substitutions aux l.

Cette m6thode eat facilement implilmsntable. 11 suffit de garder
P'information, pour chaque composante du contexte, de quelles sont ses
variables locales. On obtient I'algorithms qui suit. On appelle CV Ia
discipline correspondante de typage, interm6diaire entre C et D.

Algorithms do synthbs. do type done Cv.
Solt M un terms at typer dans un contexts r. On dit quo M est CV-typable

modulo F si l'algorithms r6ussit en retournant une substitution a et un
type %, ce qu'on 6crit c(r) I- M : t Slnon l'algorithme 6choue.

On proc~ds par r6currence contextuelle sur M.
- SI M-x, avec rmVal %~ ... %.',; on a rt- m : e, avec e' obtsnu A partir do t

en substituant k nouvelles variables aux .
- SI Mm(x]N, on choisit a nouvells variable do type. Par r6currence, i1 y a

deux cas. SI o~rx:a]) I- N :,on on d6duit oMr I- M 0)-.Sinon, coest A
dire ai N nest pas typable modulo rlx:al, alors l'algorithmo 6choue.
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-Si M-(N P), supposons o(r) I- P :,. 11 y a doux cas.
- Si N-[xJN', solent a, a ... ak les variables do c~ non libres dans

00i, et I-VU1 02 .. Uk Si anfx:z]) I- N' on, non d6duit anr I- M :,e. Sinon
lalgorithme 6choue.

- Sinon. salt p(aor) I- N : ". Solt a une nouvelle variable do type.
Si p(e) et -ga no sont pas unifiables, l'algorithme 6choue. Sinon. soft 4
lour unificatour principal. On en d6duit C(p(a(r))) I- M 4(a). Sinon,
lalgorithmo 6choue. -

Th6or~mo. Si M est typable dans la discipline CV, alors
- M est D-typable
- N ost C-typable, oOi N est obtenu A partir do M par r6duction parallble

do tous ses; radicaux.

Problbmo (Kanollakis-Mitcholl).
1. Montrer quo Palgorfthme ci-dessus est oxponentiel en Is profondour

d'imbrication des radicaux dans Is terms conuid6r6.
2. Investiger la structure do graphes; avec pointeurs sous-jacente-au

problame du typage dans Ia discipline CV.
3. Montrer quo ce problbme oct difficileoen espace polynomial ('P-space

hard") en lui r6duisant Ie problame OF (formulos bool~onnes quantiftes).

Problimo. Typage polymorphe paresceux. La discipline CV
correspond A simuler une 6tape do riduction en parallble, avec Irappel par
valour, puis do typer dans C. 11 Oct possible d'6tondre A une discipline
analogue, mais employant l'6valuation normalo. La discipline CV.) sobtient
en ajoutant (a constants (o au langage Tc, et en romplagant los cas d'6chec
par Ia r6ponso w*. Montror quo M Oct do typo principal c dans Ia discipline
C~w, avec c sans occurrence do ca, ssi N oct C-typable, oO N et obtenu A
partir do M par r6duction parallble do tous sec; radicawc. La discipline Cvo)
pormet ainsi do typor dos tormec normalisabloc, mais nont fortement
normalicables; tels quo KID.

Problimo. Typage polymorpheb It6rd. On out g6n6raliser Ia
discipline CV en une discipline CV2, qui simule doux 6tapes do r6duction

_____ ____ ____ ___7
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parallblo. On obtient ainsi une hidrarchio do disciplines CVn, avoc n-1,2,....
Do m~ine pour CVcon. La discipline limit. CVo6? permet ainsi do typer tous
los tormos admottant uno form. normal. C-typable. Investiger ces
diff6rents systbmes, la d6cidabilit6 et 6ventuellement [a complexit6 du
typage.

3.4. Extension aux types prodults.

If ost facile d'ajoutor un produit do types x, et un constructeur de
pairos (M,N), avec sos op6rateurs do projection Led et =.

Problbme (Kiop). D~velopper le X-calcul pur avoc paires et r~gles do
projection :fgi(x,y) x nx

mn(x,y) y [

Montror Church-Rosser. Montrer quo CR 6choue avoc la rbglo do paire
surjoctive

La discipline Cx ost obtonue A partir do C on ajoutant los r~glos

Finalement, il n'y a pas do diff icult6 d'6tondre le typago CV on un typage

Problbmeo. Dhvelopper le formalism. do X-calcul typ6. Dans C, puis Cx,
avec les diff6rentes combinaisons do r~glos do calcul. Montror CR, etc.

Application. La discipline Cxv ost cello qui ost utilisA. dans 1e
langago ML. En fait, le noyau do ML pout so dhcrire A partir do l'ajout au
systbmo des op~ratours do conditionnello et do point-fixe, ainsi quo do
typos pr6-d6finis.
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3.5. Extension au langage ML.

On enrichit Ila calcul CxV par des constantos, dont les types,
6ventueltement polymorphes, contionnent des types atomniques constants
tels que boot et int. Par exemple

if:Vi. boot x a x a -4 cc
boot:faJoj boot

D. int I-: itint ... *~n
- mt x int -~boot

+ int x it-int - int x ift -*int :int xint -4 int

Le langage obtenu, appelons-le ML-, est compl6t6 par une fonctionnelt.

do point fixo

Y-: Va. (a --+ a) -+ a

Finalement, on introduit une abr~viation pour les d4finitions r4cursivos
par :

k1 = ~x-M ia N - W x-Y([x]M) In N.

On obtient ainsi un langage fonctionnol polymorpho do base, appel4 ML.

Rsmarque. ML utilise INvaluation par valour, ce qui consiste A calculer
los radicaux do l'int6rieur vers l'ext6riour, par opposition A I& r~gle
d'dvaluation normate. La rigle do typage du lot est d'aitteurs coh~rente
avec ce r6gime d'6valuation. Par contre, la rbgle 4 nWest pas utilis", c'est
A dire qu'on ne, calculo pas A I'int6rieur des abstractions. Los tormes do la
forine [xM sont consid~r~s comme des formes normalos, appel6es
termetures.

Los riglos -do calcul do la conditionnelle sont:

iUIAxy) 0 x
mais 1A 69alemont, x et y no sont pas 6valu6s A l'int~rieur du if. Los
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rbgles de calcul de Irarithm6tique correspondent aux tables d'op6rations.
Finalement, on donne une r~gle do calcul du combinateur de point-fixe Y.,
telle que:

Y-f 0 (Y-(f)).

Exemple. VWrifier quo Lei=~~ fact n - it(n.-,niact(n-i)) in. 1act(.)
s~value bien en A.

Problbme. ML+. Au lieu do d~finir la r~cursion A partir de 'op~rateur Y_,
on peut se donner une construction suppl6mentaire gi, tello que los
diffhrentes occurrences d'une variable d~finie r~cursivemont puissent 4tre
typ6es par des instanciations s6par6es d'un type polymorphe. Cette
discipline CpV permot do typer par oxemple Ie terme suivant, qui West pas
typable avec Y. dans la discipline CV:

Milner a d6montr6 lexistence d'un type principal dons cette discipline.
Mais Is problbme do la d6cidabilit6 de 1'existence d'un type est encore un
problbme ouvert. Kfoury a montr6 quo cette discipline permet de d6finir
uno classe de fonctions r~cursives plus riche que celles d6finissables dans
la discipline CV.
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3.6. Syatime T.

On romarquo - quo la r~glo d'6valuation du point-fixe Y invalids la
propri6t6 do torminaison du- calcul, co qui montro quo Y_ n'est pas
d6finissablo dans Is calcul typ6. Ii tious avons un dilomne : Is syst~mo ML-
nest pas assoz puissant pour programmer uno classo suffisanto do
fonctions arithm6tiques, ot l'ajout do X. donne diroctement toutos los
fonctions partiellos r6corsivos, mais au ditrinent d'une propri6t6
essentiollo : a normalisation forte. On pout donc; so -posor Is problbme
d'enrichir ML, par des procid6s do d6finition rhcursivo plus Iimit6s quo .

Tout d'abord, on constate quo ML- no pormot do. programmor quo los
fonctions polynomialos. M~me en s'autorisant do coder los ontiors par des
it6rateurs fonctionnols, on pout montror quo la classo des fonctions
d~finissablos ost incluso dans la classo dos fonctions 616mentairoa
r~ursi*a, au sons do Kalmar, c'ost i& dire dos exponontiollos itir6es. Pour

obtonir plus, ii taut so donnor un op6ratour do ricuirsion. C'ost l'id6e du
systbmo T do G~doI.

On onrichit CxV par los typos bool ot nat. On so donne los op6rateurs

M&u : bool lAlaa: bool (bool intro)
i: Va. bool x ax a-+ a (bool slim)

Q:nat I: nat .-+ nat (flat intro)
ftVa. nat x (nat-+ (aE-. a)) x a -+ a (nat olim)

Los r~gles do calcul mont, pour la conditionnollo, celles donn6es plus
haut, et pour Is r6curseur

Exerclces.
1. (Kleene) Programmer la fonction pr~decessour.

2. (Ackerman) Programmer la fonction d6finissable en ML par
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3. Montrer qu'on pout remplacer lo r6cursour par un it~ratour =~a, avec:
tba: Va. nat x(a-+ a) x ot-+ a

Loexorcice 2 ci-dessus montre qu'on obtiont beaucoup plus quo les
fonctions primitives r6cursives, grAce A Ia fonctionalit6. Los
tonctionnolles d~finissables dans T sont appel6es fanctionnalles de tyne
Inai. On pout montror quo la famille des fonctionnellos do typo nat --+ nat
sont exactomont los fonctions rhcursives prouvabtemont totalos dans
l'arithm6tique do Poano (ou, ce qul est 6quivalont, dans I'arithm6tiquo do
Hoyting). On obtiont los fonctions primitives r6cursivos on rostroignant
l'op6rateur EL au type flat, c'ost A dire avoc seuloment

HB : nat x (nat-i* (nat-+ nat)) x nat -+ nat .

ProblIme. Etendre la m~thode do la partie 2 pour montror la
normalisation forte des tormos typables dens lo syst~mo T.

3.7. G16n~rallsatlon 6 des structures do donndes.

11 est possible d'6tendre lo syst~me T avec d'autres structures quo los
bool6ons et les entiors. Voici un survol des possibilit6s.

3.7.1. Sommes.

On pout introduire un constructour + do types sommos, avoc los
op6rations:

maL: VaD. a -+ a.. 0 Vap. 0 -+ a+P (somme intro)
match : Vcxpy. (a+P) x (ai-. y) x (f -4 y) -4 y (somme ohim)

et los rigles do calcul
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mat~~rAWx),yAz 0 z(x).

On pout alors repr6sentor Io type boot par un typo somme, aivoc in!
jouant Io r6lo do fa (resp. mi jouant Is r~lo do tw=) ot matnbh jouant Io
r6lo do it.

L'6quivalont do Ia r~gto SP pour Ia somme est:
maI=b(xdjnanr 0 x -SIS.

Problime. Etudier Io calcul Cx+. Etudior los divorsos combinaisons do
rbglos; do calcul, ontro los r~gles; do coupuro (§. x1, xi, il ig) ot los ragles
d'unicit6-initialit6 (TI SP, SS), dens les cas typ6 et non-typ6.

Probime. Etudier l'axiomatisation cat6goriquo (CCC) du calcul Cc WOp.
Manlier quo 1extension Cx+ no correspond pas A postulor un co-produit. qui
exige Ia loi suppl6mentaire do distributivit6 du conditionnel:

ftMAlcf(x,g.h)) - magb(x.f a g,f o h)

3.7.2. Types r6curalfs.

Si on veut g6n6raliser Is typo nat, ii faut maintenant pouvoir oxprimor
des definitions r6cursives do type, du style

UMn nat - t -+ 1% D nat.
Ima list - ul+. nnaaLa list.

Do telles d~finltions ongondrent automatiqueniont los op6rateurs
d'introduction et diliminaton. correspondants, ainsi quo lours rgles do
calcul. Par example, pour nat on obtient los op6raeurs a., 3, et a
consid~r6s plus haut. Do mani~re analogue, pour list on obtiont:

.1Va. U list Va (ax a list) .-4a list

avoc los rbgles d'it6ration do lists
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Calculabilitb

La rbglo do formation des d6finitions r6cursives do type pout Atre
contrainto do plusiours fagons:

a - Pas do contrainto on pout 6Criro
tba lambda - Quato gj lambda -+ lambda.

Exercice. Montror qu'avoc: ce typo on pout simulor le lambda-calcul
non-typ6, ot donc on no pout ospiror un r6sultat do normalisation forte.

Remarque: CAML so place A ce nivoau.

b - Recursions positives.
On pout 6crire los typos alg6briques; nat ot list ci-dossus, mais aussi

des types plus compliquis tols quo los ordinaux:

Um gord -Zm + S=2ford + ind Wnat -4 ord.

Problbme. G6niraliser la discipline CV A uno discipline Cvg,
autorisant los types r6cursifs positifs. Etondre A cotto discipline le
r~sultat do normalisation forte.
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Pour on savoir plus.

L'ouvrago do -base -sur Is X-calcul non typ6 est le livre do Honk
Barendrogt : The Lambda- Calculus. Its Syntax and Semnantics",
North-Holland, revised edition, 1984. Une rhonogrophie plus courte, du
mmo autour, est disponible on tant quo chapitre du Hlandbook. of
Mathematical Logic", 6dit6 par J. Barwise, North-Holland, 1977.

Le moilleur livre g6n6ral sur I0 X-calcuI (typ6 ou non) St Ia thdorio des-
combinateurs est Introduction to Combinato.'. and X-calculus", do Roger
Hindley et Jonathan Seldin, Cambridge University Press. 1986.

Pour Is X-calcul typ6. ot sos connections avec Is th6orid des catigories.
on lira OIntroduction to higher order categorical MWic, do J. Lomboki St P.
J. Scoff, Cambridge University Press, 1986, ainsi quo Is monographie do
Pierre-Louis Curlen :Categorical Combinators, Sequential Algorithms and
Functional Programming. Pitman & Wiley, 1986.

A tire historique, on pourra consultor Is monographie c'orlglne d'Alonzo
Church : The calculi of lambda-conversion*, Ann. of Math., Studios f,
Princeton University, 1941, alnsi quo lea couvres d't~lsell Curry ot do me
collaborateurs :Combinatory Logic, chez North-Hoand (Vol 1,1968, st
Vol 2, 1972).

Un certain nombre do r6sultats Importants no sont disponibles; quo. dons
des thbsos. O)n citera tout particullbroent Is tti~ae do 4.J. L6vy,
Unlversitt6 Paris 7, 1977, celle do J.Y. Girard. Unlverslt Paris 7, 1972, st
Celle do J2W. Kiop, Universlt d'Utrecht, 1980. dlsponible cemme Is
monographie "Oombinatory Reduction Systems" du Mathomnatlach Contum
d'Amstordam.

Los connections entre X-calcul typ6 et th6orie do Is d~fflonstton sont
bien expliqu6is dons los notes do cours do J. Y. Girard "Types and Proofs,
Cambridge University Press, 1989, alnsi quo dans cellos do J. L. Knivlne
"X-caicuI typ6w. A parattre chez Masson. Un ouvrage plus avan96 est I.



Calculabilit6

livre de J. Y. Girard "Proof theory and logical complexity", Bibliopolis (Vol
1, 1987, Vol 2, A paraftre).

11 n-existe pas do pr6sentation synth6tique des mod~les du X-calcul. 11
taut lire los travaux do recherche do D. Scott, G. Plotkin, G. Berry, A.
Meyer, J. Y. Girard, K. Koymans, P. L. Curien, R. Statman. On lira aussi avec
profit los notes do cours do G. Longo (Carnegie-Mellon University, 1988).

Un recueji important do r6sultats do recherche ost le volume
annivorsaire d6di6 A H. Curry :"Essays on Combinatory Logic, Lambda
Calculus and Formalism", Academic Press, 1980.

La thiorio intuitioniste des types do P. Martin-L_6f est d6crite dans sa
monographie "Intuitionistic Type Theory", Bibliopolis, 1984, ainsi que
dans les notes "An Introduction to Martin-1_6f Typo Theory", du groupe
Programming Methodology, G~teborg, 1986. Une impi6mentation en est
d~crite dana "Implementing Mathematics with the Nuprl Development
System", do R. Constable et al., Prentice-Hall, 1986.

Le Calcul dos Constructions est 6tudi6 dans la th~se do Thierry Coquand,
Universit:6 Paris 7, 1985, ainsi quo dans divers papiers do recherche. Voir
aussi mos notes do cours "Formal Structures for Computation and
Deduction", Carnegie-Mellon University, 1986.

Le calcul Automath est d6crit dans une s6rie do papiers do N. do Bruijn,
dont beaucoup sont non publi6s, ainsi quo dana les thbses do R. Nederpelt
"Strong Normalization in a X-calculus with X,-structured typos"
(Eindhoven. 1973), D. van Daalen "The language theory oi Automath"
(Eindhoven. 1980), et R. do Vrijer "Surjective Pairing and Strong
Normalization (Eindhoven, 1987).

Entin, signalons quo Ia th6orie des combinateurs est pr6sent6o sous
orine do r6cr6ations math~matiques dana un ivre do R. Smullyan "To

mockc a mockingbird", Knopf, 1985.
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