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for a Nonlinear Elliptic System

Uber das Randwert-Normproblem für em

nichtlineares elliptisches System *)

von

Heinrich Begehr Robert P. Gilbert

I. Math . Institut Department of Math .
Freie Universität Berlin University of Delaware

An die Ergebnisse von Bers (3] und Vekua (16j tiber lineare elliptische

DifferentialgleichungSsySteme erster Ordnung, in Hilbertscher Normal—

form gegeben durch

— V au + by + C

+ V
~~ 

= a U  + ~ V + y

bzw. in komplexer Schreibweise

w~ Aw + Bw + C,

haben sich viele Untersuchungen und Veraligemeinerungen (vgl. (4], (5)

(6], [10], 113]) angeschlossen. Die funktionentheoretischen Eigenschaf—

ten der Losungen soicher Systeme sind bis hin zur Nevanlinnaschen Wert—

verteilungstheorie (21, (3], (11], (12], (16] entwickelt und entsprin—

gen dem auf Bers und Vekua zurUckgehenden Xhnlichkeitsprinzip .

*) Herrn Professor Roif Nevanlinna zum 80. Geburtstag gewidmet.

Diese Arbeit entstand , während sich der zweitgenannte Verfasser

durch die Alexander von Huntholdt—Stiftung mit den “Senior U.S.

Scientist Award” ausgezeichnet im Somrnersemester 1975 an der Freien

Universität Berlin aufhielt. -‘
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RandWertP~0blemm fUr obige Systeme werden ausfUhrljch in [10), (16)

~~d 
in [9], [1?), [1BJ behandelt. flier sollen wie in (10] und (173

die Greenschefl Funktionen erster und zweiter (Neumannsche Furikt1r ~~ )

Art benutzt werdefl~ urn das Randwort—Norinproblem für eine nicht1Ir ~~are

GleiChung der Form

(1) w~ = f(z,W)

zu idsen. Existenz und Eindeutig keit der Losung theses Problems w ird

nit Hulfe einer ailgemeineren Bedingung gesichert , als es die Lip—

schitzbediflgUflg ist. Mit anderen Methoden (Einbettungsmethode) und

anderSartigefl VorausSetzungen (zweimalige stetige Differenzierbarkeit von f

nach w utid w) ist das Problem in [9] behandelt worden . Neben den ver—

allgemeiflerten analytischen Funktionen sind die approximativ analy—

tischen Funktionen (vgl . (3], (14], [1)) Losungen von Differential—

gleichungen des Typ (1).

1. Vorbereitende Betrachtungen. 1st ~ elne konforme Abbildung des

einfach zusammenh~ngenden Gebietes D der komplexen Ebene G nit mehr

als einem Randpunkt auf den Einheitskreis , so sind

G1(~~,zj: = — ~ log ~ (t)— ~~(z) ( , z ED)
1 — 

~T~T~~(z)

G~~~(~~,z): = — 

~
ij
~ 
log I(~~(c) 

— ~(z)) (1- T~T~~(z))l (ç,ZED)

die Greenschen Funktio~en erster und zweiter Art für D. Hat  D einen

glatten Rand ~D, so existiert eine Konstante c , die durch

c = 4 sup ~‘(z) (~ — z)~~> ~
ç,zED ~( c )  — ~(z)

festgelegt werden kann , so da0

(2) ~G~~(ç, z)I � 

~3— I ~• 4 ~( ) I < .
~_i~~

c
r (r ,zED;k = 1,11).

H
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Ch.sraktertstiSche Eigenschaften auf 3D sind

G1(4,z) = 0, d G 11
(4,z) =— ~~~Id~.(4) (4E~ D,zE D )

I G11 (ç,z) I d $ ( 4 ) ~ = 0 (zED) . .

3D

Mit Hilfe einer auf (glattem Rand) 3D gegebenen reellen stetigen bzw.

dölder-stetigen Funktion ~ wird durch .
s

= — 5 p(~ )Id G’(~~,z) — i dG”(C, z)] (zED) ,
3D

= ~~~d4+~~ d~ , d~ : = - i [~~ d~ 
— 

~~~~ d~ J,

in 0 eine holomorphe Funktion ~p definiert , die den Ran~bcdingungen

Retp I 3 tp, 5 Im 
~ (4Hd,(4)I = 0

3D
A

genugt , und unter Hinzunahme ihrer Randwerte in D=DU3D stetig bzw.

Hölder—stetig ist (vg l. (10], 9.4 oder (17)). Für in ID stetige Funk—

tionen w nit verailgemeinerten ersten Ableitungen in L~~(D) (2~p) gilt

in ID folgende Integraldarstellung ((10], 10.4):

(3) (z) - 0(z) +

• +iJ{w—(4) (G I (4,z)+GU(ç, z) 3 + w— (ç) (G!(ç,z)_G (4,z)]jd4d~ ,
D c c c 4 4

(4) 0(z):=j (Re w (c)(dn
G’(c, z)_idG”(c, z)J+i In

Setzt  man ans tel le  von (4)

(5) 0(z) 5 Re w ( ~~) [d~ G’ ( ç , z) — idG
11 (~~, z) 3 — iC

3D

nit einer wilikUrlichen reellen Konstanten C, so ist die “Randnorm ”

von Im w ,

I n w ( c )  d~~( c ) ~

gl eich d iese r  K o n s t a n t e n  (v g l .  ( 1 0 ] ,  4 . 8 ) .  Man erk en n t  dies durch I n —

tegration von (3) in Verbindung nit (5).

f,•.

.i
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Hilfssatz: D sei eth beschrànktes Gebiet von ~ und g(z,x ) elne in
A
o ~ (0, + ~~) nichtnegative , in x stetige Funktion mit den Eigenschaf-

ten

- 
i. g(z ,o) = 0, g (z ,x) ~ g(z,y) (?ED , 0� x � y),

ii. g(z,x (z))EL~~(~~)(2<p) für jede in stetige , nichtnegative

Funktion x,

iii. Es existiert em K>0, so dalI

d~ d~(6) 5 g(~~,K) — �  K ,

ID I c - z i
A

iv. Für den- auf der Menge der auf D stetigen , nichtnegativen , durch

K nach oben beschränkten Funktionen betrachteten Integraloperator

I, -

d~~d~ A
(Ix) (z): fg(c,x (~~)) (zED , xEC (D), ~=~ +i~ ),D I c — z i
ist 1 nicht Eigenwert.

Dann hat die Integralunglejchung

(7) 6(z) < (I6)(z) (zED)

A
in der Menge der auf D stetigen Funktionen nit Wertevorrat in [0,1<)

nur die Nullfunktion als Lösung.

Bewe is: Es sei A0 eine stetige Ldsung von (7) mit 0 � A0(z) � K.

Die durch

A = I A (nE~~~)n — n—i

gegebene Funktionenfolge von stetigen , nichtnegativen , durch K nach

oben beschrdnkten Funktionen 1st monoton wachsend und beschrhnkt , so

4’ daB

A lim A
f l .—  n

existiert. Wegen der monotonen Konvergenz und der Stetiqkeit von g in

~1~

Jr
w 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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der zweiten Verändcrlichen gilt

A IA .

Dainit ist A eine stetige Funktion aus der Definitionsmenge von I und

damit die Nullfunktion .

Wegen 0 ~ A � A gilt also A0
(z) 5 0 in D.

Em Beispiel für elne Funktion g nit den Eigenschaften dieses Hulfs—

satzes ist

( 8 )  g ( z , x )  = g(z)x

mit
A A A

0~ g ( z )  ( z E D ) , gEL (ID) (2<p) , Jg (c) ~~ 
dr 

T <1 ( zE D ) .

lUer braucht Bedingung iv. nicht ge~ordert zu werden . Vielmehr ergibt

sic sich ebenso wie die Behauptung des Hilfssatzes in diesem Fall so—

~~ ~~~~~~ nit  einem indirekten Beweisschlul3 aus der Ungleichungskette

6 ( z )  � J g ( 4 ) 6 ( ~~) d~~~drl 
~ Max 6 ( z )  f g ( ~~) ~~_d~1< Max 6(z).

ID I A
zE D zED

Lemma: 1st D em beschränktes Gebiet von C mi t  Durchmesser d ( D )  und

wEL (D )  ( 2 < p ) ,  so gi l t

f l f ( c ) 1  
~~~~~~~~ 

� M L ( f , D )  (zEC)

mit 1

L~~(f ~ D ) :  = (fl~ ( c ) t~ d~

und 1 
-

N = ? l (p ,D):  = (j~_) q d° ( D )  ( a ~:•a,~ + = 1).

Der Beweis ergibt sich durch luiwendung der Hblderschen Ungleichung .

2. Die erste Randwertaufgabe. Es sei 0 cm einfach zusainmenhängendes ,

:• oeschranktes Gebiet von C nit stetig gekrUmmtem Rand 3D , ~ eine auf

A
3D stetige , reelle Funkt ion und f el ne in D x C gegebene komplexe

I,

~~~~~~~~~~~~~~~ ~~~~~~~~~~~ 
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Funktion mit folgenden Eigenschaften:

v. f(z~w (z))€L~~(~~)(2<~ ) für alle in stetigen , komplexen 
~~~~~~~~~~~

vi. ~s existiert eine in ~ [0, + ) definierte , in der zweiten

A
Variablen stetige und in x o gleidigradig bezUglich zED stetige ?unktj on g (z ,x)

mit den Eigenschaften 1. — iv. des Hilfssatzes , SO daB mit C aus (2)

~f(z,w) — f(z,~~)) � 
! g(z,)w—w~) (zED;w ,wEC).

Unter diesen Voraussetzungen wird des Randwertproblern

(9) w~ f(z ,w), Rew
~ 3D

untersucht. Es wird sich zeigen , daB dieses Problem emndeutig lbsbar

1st, wemn die Randnorm von In w

(10) Irs w(c)Id~~(cfl C 
-

: vorgegeben wird und die Konstante K aus (6) genUgend groll 1st. Urn dies

zu sehen , 1st zu beachten , daB sich eine Lbsung von (9), (10) nach

(3), (4) durch

(11) w(z) — 0(z) + (Pw) (z) (zED)

wit

0(z): = 5 -w(~~)Ed~G
’(~~ z) 

— idG~~~(4,z)) — IC (zED)
3D

A
und für wEC (D) und zED

D 4 4

darstellen laSt. Der Integraloperator P ist wegen

I (~~~ 
- Pw) (z) ~ fg(~~, w(c) 

- w (4) )~~~~~~~~

mit RUcksicht auf die gleichgradige Stetigkeit von g(z ,xJ in x o  auf

dem B anachraum

B := {w: w E C(D) , I H := Max Iw(z) )
ZED

A
der in ID stetigen Funktionen nit Maxirnumnorrn stetig. ~w 1st in ID

~~~~~
.. -

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ - T~~~~~~
- -

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
’ ‘~~~~~~~~
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beschrlinkt und Holder-stetig mit den von w unabh~ingigen H~ lder—Expo—

nenten a £~~~(vgl. (16] (I,~~6.1)~,da f(z .w (z))EL~~(D) (2<p).

Satz 1: ErfUllt die Konstante K die ( ( 6 )  e inschlieBende)  Bed ingung

(12) II°II + M (L ~~~(f
0
.6) + L~(g~ <,D)] � K 

/

mit

= C f ( z ,o ) , g 2~~( z ) :  = g(z ,2K ) (zED ),

so exisitert in

A: = {w: w E C ( D ) , l I w I I  � K , Rew~ 30=~p , ~~f In w(c)}dq(c)~ = C) c B

nur eine L~sung w der Integralgleichung (ii); für sie gelten

RewI 3D ~D , ~~ 5 In w (c)jd~ (c )I = C.
3D

Beweis: Da -0 zu A gehört, 1st A nicht leer. Wegen (12) bildet-0 + P

die kompakte, konvexe Menge A von B in sich ab , so daB nach dem Schau-

derschen Fixpunktsatz in A eine Lbsung der nichtlinearen Integral—

gleichung (11) existiert. Diese Lösung 1st sogar Hölder—stetig, wenn

- - 
die Randvorgaben Ip Hölder—stetig sind. DaB die Randbedingungen er—

fUilt sind , lälIt sich wie in [10] zeigen. -

• Urn die Eindeutigkeit der L~sung in A nachz uweisen ; ne~~ e man die

Existenz zweier Lbsungen w und w an. Dann gilt für zED

• I w ( z ) — w ( z )  I = ~Pw—Pw ) (z) � J•g(c, Iw ( c ) —~ (c ) I) � ML (g 21<,D) � K.

Da demnach w(z)—cr(z)lder Integralungleichung (7) genUgt und die Funk-

tion g(z,x) die Voraussetzungen des l4ilfssatzes erfUllt ,gilt w = w.

Da Pw unter der Voraussetzung f(z~w(z))EL~~(B) verailgerneinerte Ablei—

tungen erster Ordnung hat (siehe etwa (16]), und die veraligemeinerte

Ableitung nach z durch

—
~~~ (Pw) (z) = f(z,w(z)) (zED)

gegeben wird , stimm t die Lösung von (11) mit der verallgernemnerten

I
________ 

- I

~ 

~~~:j:~~~~~~~~~~i~~~ ~ : - ~~= ~~~~~~~
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119 1

Lösung des Randwert—NOrmprOblems ( 9 ) ,  (10)  Ubere in .  1st f ( z ,w ( z ) ) fUr

die Lösung von ( 1 1 )  beschrankt und Hölder—steti g, so existjert die

Ableitung von w im kiassisohen Sinn und man erhält eine Lösung lie k las—

sischen Sinn . Zum Beweis der Existenz einer Lösung wird für g(z,x)

nur die bezUgliCh zED gleichgradige Stetigkeit in x = 0 benötigt. Die

voraussetzungen für g(z ,x) aus dern Hilfssatz sind nor für den Eindeu—

tigkeitsbeweis benötigt worden. 
S

Satz 2: Das Randwert—Normproblem (9), (10) hat eine in der Menge A

eindeutig bestimmte veraligerneinerte Lbsung, wenn f den Bedingungen

v. und vi. genUgt. 1st ~.p Hblder-stetig auf 3D und f(z ,w(z)) beschrankt

und Hölder—stetig für Hölder—stetige Funktionen w, so 1st die Lösung

in klassischen Sinn zu verstehen.

3. Anmerkurigen und Folgerungen. Es genUgt , an Stelle von (12 ) nur

( 13 )  l 0 ( z ) I  + f ( j
~0 ( c) l + g( ~~~,K ) )  K ( z E D )

( 1 4 )  5 g( ~~, 2K ) d~~ d~ � K ( z E D )• R I

zu verlangen .

Bedingung (12) ist für den bereits erwähnten Spezialfall der Lip—

schitz—Bedingung (8) erfUilbar. Man hat nor K gemäB

(15) 2 1 1 0 1 1  � K , 2ML~ (f0~~ ) � K (1—4ML~~(g,D))

unter der Voraussetzung

4M L~ (g,D) < 1 ,

die für hinreichend kleine Gebiete ID erfUilbar ist, zu wählen. IDa K

hier beliebig groB festgelegt werden kann , ist die Lösung des Rand-

wert—Normproblerns (9), (10) unter (8) und (15) eindeutig in B bestimnt.

A
Satz 3: Des Randwer-t— Norrnprob lern ( 9 ) ,  (10) hat  in Raum C (D) eine eindeu-

tig bestimrnte verallgemeinerte Ldsung, wenn

_ _  :. -
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f(z 1w (z))EL~~(D) (2<p, wEC(~~), zC~~),

f(z,w) — f(z ,w) I � ~g (z)jw 
— u l  ( z E D ; w ,~~€~~)

gEL~~(~~), 2f g (ç) ~~~
dr~ ~ 1.

Die Bedingirngen (6), (12), (13), (14) sind für hinreichend kleines

Gebiet ID für vorgegebenes K(gegebenenfalls K > 2 1 1 0 1 1 )  erfUlibar.

Satz 4: Das Randwert-Normproblem

= f(z ,w), ReWI 3D 
= ~p,  ~~ J I m  w ( c ) I d ~~( 4 ) I  = C

für em einfach zusarnmenhängendes beschränktes Gebiet 0 mit stetig

gekrummtem Rand 3D , auf 3D stetiger reeller Funktiori cp und reeller

A
Konstanten C ist in C(D) emndeutig lösbar in veraligemeinerten Sinn ,

A
w&n n f in D x C folgenden Bedingungen  genU gt :

1. t(z ,w(z)) gehort für alle in stetigen Funktionen zu L (D) (2<p),

2. H . , . )  — f(z ,w )I � 1 g(z,jw—i~ ) (zED; w ,wEC)

n it  r~ -~ in  ID x [0,÷..~) nichtnegativen , in x monoton wachsenden und
‘1

A
t t  i~~~ - ; , in x 0 gleichgradi g bezUglich ZED stetigen und dort für

x = o identisch in z verschwindendcn Funktion g(z ,x), für die für

A
jede in D stetige , nichtnegative Funktion x(z)

1. g(z ,x(z)) EL (D) (2<p),

2. x(z)*f g(ç,x(ç)) ~-~_4fl~1 
wenigstens für em zED, fills x(z) $ 0,

erfüllt sind .

Zu den betrachtenden Funktionen gehoren unter den zusätzlichen Vor— p
aussetzungen

f(z ,o) ~~, g(z ,x) = g(z)x (g€L (B))

die approxirnatjv analytischen Funktionen.

_ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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