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for a Nonlinear Elliptic System ' ' Y 1

Uber das Randwert-Normproblem flr ein

nichtlineares elliptisches System *)

von

Heinrich Begehr Robert P. Gilbert ')
I. Math. Institut Department of Math.
Freie Universitdt Berlin University of Delaware

An die Ergebnisse von Bers (3] und Vekua [(16] iber lineare elliptische

pifferentialgleichungssysteme erster Ordnung, in Hilbertscher Normal-

form gegeben durch

u, - v, = au + bv + ¢

U + v =oau+ BV + vy
bzw. in komplexer Schreibweise
Wz = AW + Bw + C,

haben sich viele Untersuchungen und Verallgemeinerungen (vgl. [41, (5]
{61, [10], [13]) angeschlossen. Die funktionentheoretischen Eigenschaf-
ten der Ldsungen solcher Systeme sind bis hin zur Nevanlinnaschen Wert-
verteilungstheorie (2], (3], [11], [12], [16]) entwickelt und entsprin-

gen dem auf Bers und Vekua zuriickgehenden Ahnlichkeitsprinzip.

*) Herrn Professor Rolf Nevanlinna zum 80. Geburtstag gewidmet.
*) Diese Arbeit entstand, wihrend sich der zweitgenannte Verfasser

durch die Alexander von Humboldt-Stiftung mit dem "Senior U.S.
Scientist Award" ausgezeichnet im Sommersemester 1975 an der Freien

Universitdt Berlin aufhielt.
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randwertprobleme filr obige Systeme werden ausfilhrlich in [10), [16)
and in [9), [17], [18] behandelt. Hier sollen wie in [10] und (17]
die Greenschen Funktionen erster und zwelter (Neumannsche Funktion)
Art benutzt werden, um das Randwert-Normproblem fiir eine nichtlineare
Gleichung der Form

(1) Wl f(z,w) -
2u l8sen. Existenz und Eindeutigkeit der L&sung dieses Problems wird
mit Hilfe einer allgemeineren Bedingung gesichert, als es die Lip-
schitzbedingung ist. Mit anderen Methoden (Einbettungsmethode) und

andersartigen Voraussetzungen (zweimalige stetige Differenzierbarkeit von f

nach w und w) ist das Problem in [9] behandelt worden. Neben den ver-

V allgemeinerten analytischen Funktionen sind die approximativ analy-

tischen Funktionen (vgl. [3], [14], [1]) Losungen von Differential-

gleichungen des Typ (1).

1. Vorbereitende Betrachtungen. Ist ¢ eine konforme Abbildung des

einfach zusammenhédngenden Gebietes D der komplexen Ebene T mit mehr

als einem Randpunkt auf den Einheitskreis, so sind

GI(C.Z): = 2—1'; log | (L) =h iz ! (z,2€ED)
1 - 9(g)d(z)
I1 3| 1 ko
G (L,z)s = = n log | (¢(g) - ¢(z)) (1=¢(r)¢(2))1 (z:2€D)

die Greenschen Funktiopen erster und zwelter Art fir D. Hat D einen

glatten Rand 3D, so existiert eine Konstante c, die durch

c = 4 sup | A2 L —Z)lz 4
Cs2€D  $(T) = ¢(z)

festgelegt werden kann, so daB

x 1 ‘()
R R R T ey

(G 2D = T, TT) <
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Charakteristische Eigenschaften auf 93D sind

GI(L,Z)

II 1 :
0, 4.6 " (g,z) =-5z|de(c)| (g€aD,z€D),

f 6™ (z,z) |ae(z)| = 0 (zeD). . ‘
aD

L s

i AWt pn

Mit Hilfe einer auf (glattem Rand) 9D gegebenen reellen stetigen bzw.

ddlder-stetigen Funktion ¢ wird durch

i ~

O(z): = - It w(t)ldnGI(c,z) - i dGII(c,z)] (z€D),
aD

wo
e s R 3 — L
d: = 3C dc+§E az, dn' i [ac az 1 drll,
in D eine holomorphe Funktion ) definiert, die den Randbedingungen

(o]

ReG]aD = o, {DIm $(z)[do () |

A
geniigt, und unter Hinzunahme ihrer Randwerte in D =DUJD stetig bzw. ‘
Holder-stetig ist (vgl. [10], 9.4 oder [17]). Fir in D stetige Funk-
A

tionen w mit verallgemeinerten ersten Ableitungen in LP(D)(2<p) gilt
in D folgende Integraldarstellung ([10], 10.4):
(3)F 2z = =n ez

; I II I IE -

+if{w=(2) (G (£,2)+G, (g,z)] + w=(g) [G=(g,2)-G=" (g,2z)]}dgdg,
& & g 4 ¢ g 3
) F , Tl
(4) 0(z):=[ {Re w(c)[dnG (¢,2)=-1dG " (z,2z)]+i Im N(L)dnG (G, z)).
¢D

Setzt man anstelle von (4)

(5) 0(z) = [ Re w(z)la 6l (z,2) - 1a6tT(g,2)) - ic
aD

mit einer willklirlichen reellen Konstanten C, so ist die "Randnorm"

von Im w,

1
=— [ Imw(z) |dé(z)]|
2t 3p

gleich dieser Konstanten (vgl. (10], 4.8). Man erkennt dies durch In-

tegration von (3) in Verbindung mit (5).
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Hilfssatz: D seil ein beschrédnktes Gebiet von T und g(z,x) eine in
A
D x [0, + =) nichtnegative, in x stetige Funktion mit den Eigenschaf-

ten

1. g(z,o0) = 0, g(z,x) < §(z,y) (z€D, 0 x S ¥y),

A A
ii. g(z,x(z))ELp(D)(2<p) fir jede in D stetige, nichtnegative
Funktion x,
iii. Es existiert ein K>0, so daB

d¢ dn

< K,
| g~ z|

(6) J 9(g,K)
D
A
iv. Fir den. auf der Menge der auf D stetigen, nichtnegativen, durch
K nach oben beschrédnkten Funktionen betrachteten Integraloperator

I,
df dn

A
(Ix) (2): = Jg(g,x(z)) (z€D, X€C(D), g=E+in),
D

Z=ig|
ist 1 nicht Eigenwert.
Dann hat die Integralungleichung
(7) 5(z) < (I6)(z) (z€D)
5 P
in der Menge der auf D stetigen Funktionen mit Wertevorrat in [0,K]
nur die Nullfunktion als L&sung.
Beweis: Es sei s, eine stetige L&sung von (7) mit O < A (z) < K.
Die durch
A =1 An-1 (n€ M)
gegebene Funktionenfolge von stetigen, nichtnegativen, durch K nach
oben beschrdnkten Funktionen ist monoton wachsend und beschrdnkt, so
das

A = lim A
n

n+o

existiert. Wegen der monotonen Konvergenz und der Stetigkeit von g in

v
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der zweiten Veranderlichen gilt
s = 1A,

Damit ist A eine stetige Funktion aus der Definitionsmenge von I und |

damit die Nullfunktion.

Wegen O < Ao < A gilt also Ao(z) £ 0 in 6.

{

Ein Beispiel fiir eine Funktion g mit den Eigenschaften dieses Hilfs-

~

satzes ist

(8) g(z,x) = g(z)x
mit
A A dg 4 A
0<g(z) (z€D), g€L_(D) (2<p), [q(c) Tﬁ—:ﬂ—T <1 (z€D).
P ) 4 z A
Hier braucht Bedingung iv. nicht gefordert zu werden. Vielmehr ergibt
sie sich ebenso wie die Behauptung des Hilfssatzes in diesem Fall so-
g.eich mit einem indirekten BeweisschluB aus der Ungleichungskette
6(2) < fa(r)8(0)2e8D < Max 6(2) fg(z) %ﬁi¥ﬁ< Max 6 (z) .
D C"Zl ’N D -z A
z€D z€D
Lemma: Ist D ein beschrinktes Gebiet von € mit Durchmesser d(D) und

wELp(B) (2<p), so gilt

fley] 8892 < w1 (£,0) (z€C)

D lt-2 P
mit

1
A

L (£,D): = (J|£(g)|P a& amP

P D
und 1

21,9 4@ pE2 N

M = M(p,D): = a’ (D) (a = + == 1).
(p,D) (Gq ) (D) P 'p I )

Der Beweis ergibt sich durch Anwendung der Holderschen Ungleichung.

2. Die erste Randwertaufgabe., Es sei D ein einfach zusammenhdngendes,

peschranktes Gebiet von T mit stetig gekrimmtem Rand 3D, ¢ eine auf

A
9D stetige, reelle Funktion und £ eine in D x T gegebene komplexe
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Funktion mit folgenden Eigenschaften:

v. f(z,w(z))ELp(g)(2<p) fir alle in 3 stetigen, komplexen Funktionen w.

vi. Es existiert eine in D x [0, + =) definlerte, in der zweiten

Variablen stetige und in x = o gleichgradig beziiglich zﬁg stetige Funktion g(z,x)

mit den Eigenschaften i. - iv. des Hilfssatzes , SO aaB mit ¢ aus (2)
|£lz,w) - £(z,w)]| < % gl(z,|w-u|) (zee;w,wem).

Unter diesen Voraussetzungen wird das Randwertproblem

(9) wz = f(z,w), Rew|, =@

untersucht. Es wird sich zeigen, daB dieses Problem eindeutig l&sbar

ist, wenn die Randnorm von Im w

§ (10) 7= { Imw(D)]ds(x)] = C
! 9D
4 vorgegeben wird und die Konstante K'aus (6) geniligend groB8 ist. Um dies

zu sehen, ist zu beachten, daB sich eine L8sung von (9), (10) nach
(3), (4) durch
(11} w(z) = ~ 0(z) + (Pw)(z) (z€D)
mit
i it €1
o(z): = [ ©(g)ld,G (g,z) ~ 146"~ (£,2)) - iC (z€D)
3D
A
und flr wé€cC(D) und z€D
X IT = %4

l{’,W)(2)==2I{f(z,W(c))[GC(;,zHGc (z,2) I, WG (2,2) -G (z,2z)1}dEdn

D G

darstellen 1ld8t. Der Integraloperator P ist wegen

] , l@v - zo) ()] 2 fatz,[u() - wie) ES]

mit Riicksicht auf die gleichgradige Stetigkeit von g(z,x) in x=0 auf

1 dem Banachraum

B := {w: w € C(S), [lw]] := Max |w(z)]|}
z€b

.

A
der in D stetigen Funktionen mit Maximumnorm stetig. Pw ist in D

o R




v —————

beschrinkt und H8lder-stetig mit dem von w unabhidngigen H8lder-Expo-

A
nenten a = EI:)g(vgl. [16) (1,§6.1) ,da f(z,w(z))€Lp(D) (2<P).

Satz 1: Erfillt die Konstante K die ( ( 6) einschlieBende) Bedingung
A A /

(12) [1ell + MIL (£,,D) + L(9y,D)] < K

mit

A
fo(z): = cf(z,o),gZK(z): = g(z,2K) (z€D),
so exisitert in

A
A: = {w: wec(D),||w|]| < K, Rew|6D=w, é% [ Im w(g)|d¢(z)| = C) c B
9D

nur eine LOsung w der Integralgleichung (11); fiir sie gelten

s

g Rew|. =@, == [ Im w(g)|de(g)| = C.

) 3D Zﬂa

1‘ D

& Beweis: Da-0 zu A gehdrt, ist A nicht leer. Wegen (12) bildet-0 + P

3 '

{ die kompakte, konvexe Menge A von B in sich ab, so daB nach dem Schau-

: derschen Fixpunktsatz in A eine Ldsung der nichtlinearen Integral-

} gleichung (11) existiert. Diese LOsung ist sogar Holder-stetig, wenn

ﬁ‘ die Randvorgaben ¢ HOlder-stetig sind. DaB8 die Randbedingungen er-

i g

]

i fiillt sind, 148t sich wie in [10] zeigen. . .;
: : |
;! Um die Eindeutigkeit der L&sung in A nachzuweisen, nehme man die

¥

Existenz zweier Losungen w und w an. Dann gilt fir z€D
= dg dn 2
[w(z)-w(z)| = |Pw-Pw) (2)| < [g(g,|w(g)-w(r)|) =1 < ML (g,,,D) < K.
~ o~ b (&7 p “2K
Da demnach |[w(z)-w(z)|der Integralungleichung (7) geniigt und die Funk-
tion g(z,x) die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfillt,gilt w = w.

A
Da Pw unter der Voraussetzung f(z,w(zDELp(D) verallgemeinerte Ablei-

Lo S AN B 1R

LR &
Ty

tungen erster Ordnung hat (siehe etwa (16])), und die verallgemeinerte

Ableitung nach z durch

ST

é% (Pw) (z) = f(z,w(z)) (2€D)

gegeben wird, stimmt die L&sung von (11) mit der verallgemeinerten

- ~ - —
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L¥sung des Randwert-Normproblems (9), (10) {berein. Ist f(z,w(z)) flir
die Ldsung von (11) beschrédnkt und H6lder-stetig, so existiert die
Ableitung von w im klassischen Sinn und man erhdlt eine L&sung im klas-
sischen Sinn. Zum Beweils der Existenz einer Ldsung wird fir g(z,x)
nur die beziiglich 2€D gleichgradige Stetigkeit in x = o bendtigt. Die
Voraussetzungen fir g(z,x) aus dem Hilfssatz sind nur fiir den Eindeu-

tigkeitsbeweis bendtigt worden.

Satz 2: Das Randwert-Normproblem (9), (10) hat eine in der Menge A
eindeutig bestimmte verallgemeinerte L&sung, wenn f den Bedingungen
v. und vi. genligt. Ist ¢ HOlder-stetig auf 3D und f(z,w(z)) beschrinkt

und HOlder-~stetig fiir Holder-stetige Funktionenw, so ist die Ldsung

im klassischen Sinn zu verstehen.
'

3. Anmerkungen und Folgerungen. Es geniligt, an Stelle von (12) nur

ac_d A
1
| (13) letz)| + II)(lfo(c)l fg(c,x)) TH-z < K (z€D)
und
(14) f glg,2k) %690 ¢ ¢ (2¢D)
D Cae

zu verlangen.
Bedingung (12) ist fir den bereits erwidhnten Spezialfall der Lip-
schitz-Bedingung (8) erfilillbar. Man hat nur K gemdB
A A
(15) 2|]le|| s K, 2ML_(f ,D) < K(1-4ML_(g,D))
e p
unter der Voraussetzung
4M L A) 1
D) <
p(gl ’
die fir hinreichend kleine Gebiete D erfiillbar ist, zu wdhlen. Da K
s hier beliebig groB festgelegt werden kann, ist die LOsung des Rand-
wert-Normproblems (9), (10) unter (8) und (15) eindeutig in B bestimmt.

A
Satz 3: Das Randwert- Normproblem (9), (10) hat im Raum C(D) eine eindeu-

tig bestimmte verallgemeinerte Ldsung, wenn
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A A A
f(z,w(z))ELp(D)(2<p, we€C (D), z€D),

A
|£(z,w) - f(z,w)]| < %g(z)|w - w| (z€D;w,wEL),

df dn

A
L 1.
g€L; (D), 2[1) 9(8) Te=gy S

Die Bedingungen (6), (12), (13), (14) sind fir hinreichend kleines

Gebiet D filr vorgegebenes K(gegebenenfalls K > 2||0||) erfiillbar.

Satz 4: Das Randwert-Normproblem

wy = f(z,w), RewlaD =@, g; gDIm w(z)|de(z)| = C

fir ein einfach zusammenhdngendes beschridnktes Gebiet D mit stetig ;
!

gekrimmtem Rand 3D, auf 3D stetiger reeller Funktion ¢ und reeller

Konstanten C ist in C(S) eindeutig ldsbar im verallgemeinerten Sinn,

wenn f in 3 x T folgenden Bedingungen genligt:

1. f(z,w(z)) gehdrt fiir alle in 6 stetigen Funktionen zu Lb(s) (2<p),

N 1 A

2. [flz,w) - £(z,0)| < 2 glz,|w-w]) (2€D; w,weT)

mit eines in 6 x [0,+=) nichtnegativen, in x monoton wachsenden und

stetigen, in x = o gleichgradig beziiglich zes stetigen und dort fiir

x = o identisch 1in z verschwindenden Funktion g(z,x), fiir die fir

A
jede in D stetige, nichtnegative Funktion x(z)

A
1. gitz,x(z)) €LP(D) (2<p),
dE dn
¥4

A
= wenigstens fir ein z€D, falls x(z) # 0,

2. x(2)#f g(g,x(g))
D

ki erfillt sind.
Zu den betrachtenden Funktionen gehdren unter den zusdtzlichen Vor-
aussetzungen

f(z,0) = 0, g(z,x) = g(z)x (gﬁLp(ﬁ))

die approximativ analytischen Funktionen.

e —————— et ———— —— o
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